Prova Scritta di Meccanica Quantistica 1
08 Settembre 2025

e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]
Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale di pulsazionew, si determini quello in cui
1. la misura dell’energia pud dare il valore fiw/2 con probabilitd 1/4 e il valore 3fiw/2 con probabilita
3/4;
2. compatibilmente con la richiesta di cui al punto precedente, il valor medio della posizione vale zero.

Considerando tale stato come quello iniziale dell’evoluzione temporale, si ricavi il valor medio della posizione
al generico tempo t > 0.

e problema 2 - Due spin 1/2 [10 punti]

Si consideri un sistema costituito da due particelle di spin s; = 1/2 e s3 = 1/2. L’hamiltoniano del sistema
e dato da:

=2 (8080 +508)

dove « € una costante reale.

Se, al tempo t = 0, il sistema si trova nello stato [¢,t = 0) = |+); ® |—), (prodotto tensore degli autostati
di S.;), trovare lo stato al tempo generico ¢ > 0.

e problema 3 - buca infinita - [10 punti]

Una particella carica di massa m si trova confinata in una buca di potenziale unidimensionale estremamente
profonda, nell’intervallo 0 < x < L. Lungo ’asse del moto & applicato un campo elettrico uniforme, che da
luogo alla perturbazione V = —VyL #. Assumendo che tale perturbazione sia piccola, valutare la correzione
al primo ordine perturbativo agli autovalori dell’energia.

Quale condizione deve valere per Vj affinché ’approccio perturbativo sia sensato?
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problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]
Si consideri un oscillatore armonico di frequenza w e massa m, inizialmente nello stato coerente |a), (tale
che a|a) = a |a)) con a numero reale.

1. Valutare i valori medi di & e p sullo stato iniziale;

2. scrivere e risolvere le equazioni di Heisenberg per tali operatori;

3. sfruttando le soluzioni ottenute prima, calcolare i valori medi di & e p al tempo ¢ > 0.

problema 2 - Due spin 1/2 [10 punti]

Si consideri un sistema costituito da due particelle di spin s = 1/2 e s; = 1/2. L’hamiltoniano del sistema
¢ dato da:

H=a8 8 +5(5%+8%),

dove «, B sono costanti reali.

Se, al tempo t = 0, il sistema si trova nello stato [¢,t = 0) = |+); ® |—), (prodotto tensore degli autostati

di S.;), trovare lo stato al tempo generico ¢ > 0.

problema 3 - particelle identiche - [10 punti]
Due particelle identiche, non interagenti, sono intrappolate in una buca di potenziale unidimensionale
infinitamente profonda. Trovare il grado di degenerazione dei due livelli con energia inferiore nei seguenti
casi:

1. le due particelle hanno spin 1/2;

2. le due particelle hanno spin 1.
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problema 1 - oscillazioni di neutrino (semplificate) - [10 punti]

Considerare due stati di base |v.), |v,), e due autostati dell’energia (o stati di massa) |v1), [v2) legati dalla
trasformazione:

|ve) = cosOlv1) +sinblve), |v,) = —sinf|vr) + cosb|va)

2
Supponendo E; ~ p + %, per ¢ = 1,2 calcolare la probabilita che una particella, inizialmente nello stato
|1, 0) = |ve), venga rivelata nello stato |v,) al tempo ¢.

problema 2 - Somma di momenti angolari - [10 punti]

Due particelle di spin s7 = 1 e s = 1 vengono accoppiate. Si definisca il momento angolare totale
J=5+5,.

1. Trovare i possibili autovalori del momento angolare totale (cioe le coppie j,m;).

2. Costruire la base accoppiata in termini della base fattorizzata, data da {|s1,m1)|s2, ma)}.

problema 3 - Teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Un oscillatore (an)-armonico unidimensionale ha Hamiltoniano:
A A A A n 1 N 4
H=Hy+ H,, Hy=hw aa+§ , Hi=oax

Calcolare la correzione al primo ordine per l'energia dello stato fondamentale |0).

Formule utili:

. 1 <£+,ﬁ) B I
a=—|—+1— conryg=-—=4\—,
V2 \zo  po " o mw

Ja ljmg) = [5G +1) = my(m; £1) j,m; £ 1)
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Un oscillatore armonico di massa m e pulsazione w & soggetto a una perturbazione della forma V= A3,
dove & e l'operatore posizione e A & una costante reale. Trovare lo spostamento energetico dello stato
fondamentale fino al secondo ordine perturbativo in .

e problema 2 - Sistema di spin 1/2 - [10 punti]

La dinamica di due particelle distinguibili di spin 1/2 & descritta dallHamiltoniano:

A 4wy A N
H=—5.,5,,
h
dove wg € una costante reale e positiva, mentre S 1,2 sono gli operatori vettoriali di spin delle due particelle.

All’istante t = 0, il sistema si trova nello stato |+); ® |+)2, avendo indicato con |+); lautostato della
componente z dello spin i-esimo, con autovalore positivo.

1. Determinare autoket e autovalori dei H ;

2. determinare lo stato del sistema al tempo generico ¢ > 0.

e problema 3 - Atomo di idrogeno - [10 punti]

Un atomo di idrogeno si trova nello stato descritto da

1

V3

dove |n,l, m) sono gli autoket dell’energia.

) = —={11.0,0) +12,1,0) +[2,1,1)}

1. Quali sono i possibili risultati della misura dell’energia dell’atomo e le relative probabilita?

2. Quali sono i possibili risultati della misura di |f/|2 e di L, e le relative probabilita?

Formule utili:
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e problema 1 - spin 1/2 - [10 punti]

Lo spin di un elettrone si trova nello stato 1)) = a|+) + §]—), con «, 8 numeri reali.

1. Determinare « e 3 se il valor medio della terzo componente dello spin, S, vale h/2.

2. Nell’istante ¢t = 0, si misura la prima componente dello spin, S’m, ottenendo il risultato +%/2. Scrivere
lo stato subito dopo la misura.

3. Per t > 0, ’elettrone viene immerso in un campo magnetico costante e uniforme di modulo B, diretto
lungo ’asse z. Pertanto il suo Hamiltoniano e H = —f - B, dove 1 = %S‘, mentre ¢ ed m sono la
carica e la massa dell’elettrone, rispettivamente. Trovare lo stato di spin dell’elettrone nel generico
istante ¢ > 0.

problema 2 - Momento angolare [10 punti]

Si consideri un sistema quantistico descritto dall’operatore Hamiltoniano:

L2 12
0= 9r Tar,

dove L? ¢ il modulo quadro dell’operatore di momento angolare orbitale ed L. la sua terza componente,
mentre I, I, sono costanti positive.

1. Si determinino gli autovalori di Hy e i corrispondenti autostati, facendo uno sketch dei livelli con le
rispettive degenerazioni, nel caso I, > I.

2. Supponendo che il sistema venga perturbato da H, = eﬁ:c; si calcolino le correzioni indotte da H;
sullo stato |l = 1, m; = 0), al secondo ordine perturbativo.

problema 3 - particelle identiche - [10 punti]

Due bosoni identici, di spin 0 e massa m, si trovano in una buca di potenziale estremamente profonda, di
larghezza L. Essi interagiscono debolmente a causa dell’energia potenziale V (x4, 2) = —LVod(xq — xp),
dove Vj € una costante con le dimensioni di energia.

1. Ignorando l'interazione tra le particelle, trovare ’energia e la funzione d’onda per lo stato fondamentale
e per il primo livello.

2. Usare la teoria delle perturbazioni al primo ordine per stimare l’effetto dell’interazione sulle energie
dei primi due livelli.

Formule utili:

2 nmwT
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (x) = 4/ I sin (T) ,con n=1,23,...
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problema 1 - oscillatore armonico perturbato - [10 punti]

Calcolare, al primo ordine perturbativo in (3, le correzioni all’n-esimo autovalore dell’energia, ESLO) = hw(n+
%) di un oscillatore armonico perturbato, di Hamiltoniano:

.21
H =" + ~mw?z? + pgz*.
2m 2

problema 2 - Momento angolare [10 punti]
L’Hamiltoniano di una particella di spin 1/2 ha la forma

ﬁ:%jQ, dovej:i—i—g,

dove L & il momento angolare orbitale e Se quello di spin della particella, mentre w ¢ una costante con le
dimensioni di frequenza.
All’istante ¢t = 0, una misura di I:Q, L, ed S, fornisce i valori o2n% e —h/2, rispettivamente.

Determinare:

1. T possibili risultati di una misura dell’energia e le rispettive probabilita.

2. 1l valore medio, in funzione del tempo, dell’operatore S,.

problema 3 - particelle identiche - [10 punti]

Si consideri un sistema costituito da due fermioni identici di spin 1/2. Sia 7 = xo — @1 la loro posizione
relativa. Determinare i possibili autovalori dello spin totale S? (con § = S; + S5) se la funzione d’onda
spaziale del sistema (in coordinate sferiche) e:

n‘ﬁ
| W

L (r,0,p) = Crr? e o2,
2. Y(r,0, ) = Cor? cosGe_ZT;

dove C; ed a sono delle costanti positive.

Formule utili:

1x1/2 | ¥:
~31/3) 352 LA
| ST YR ]
+1-142] 12 2} 322 102

9 #1/2| /3 =172 =172 =1/2
a=1s21 273 1/3% 173

=1 #1/2; 1/3=2/3|-31/2

l—l =1r2 1
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e problema 1 - buca di potenziale perturbata - [10 punti]

Consideriamo una particella di massa m, confinata in una buca infinita di potenziale, con pareti situate in
r=0ex =L . Il sistema ¢ perturbato dal potenziale

V =V, cos (%)

1. Calcolare la correzione del primo ordine agli autovalori dell’energia dovuta alla perturbazione.

2. Calcolare la correzione del secondo ordine all’energia del livello fondamentale (n = 1).

e problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]

Si consideri una particella di spin S = 1/2. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H= %JW
dove g4, con a = z,y, z, sono le matrici di Pauli.

Al tempo t = 0, la particella si trova nell’autostato di o, con autovalore +1. Calcolare le probabilita,

in funzione del tempo, per i due possibili risultati di una misura di o, Pl(z)(t) e PS’Zl) (t). Interpretare il
risultato in termini dell’operatore di rotazione.

e problema 3 - particelle identiche - [10 punti]

Due particelle identiche di massa m sono vincolate a muoversi in una dimensione, all’interno di un potenziale
armonico di frequenza w.

1. Determinare ’energia ed il ket di stato relativi al livello fondamentale, se le particelle hanno spin s = 0;

2. Determinare l’energia ed il ket di stato relativi al livello fondamentale, se le particelle hanno spin
s =1/2, ma lo spin totale ¢ costretto a trovarsi in uno degli stati di tripletto.

Formule utili:
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 7 sin (—) ,con n=1,23, ...

L

nwT mnx L
: ricorda ch . (7) (7):75“”
si ricorda ¢ e/0 sin 17 sin 7 5 On,
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e problema 1 - due spin 1/2- [10 punti]

Due particelle a e b, di spin 1/2, si trovano in uno stato di singoletto |0,0). Si effettuano varie misure dello
spin delle due particelle. Determinare

1. la probabilita P(s
2. la probabilita P(s% = 1/2) di ottenere +1/2 misurando la componente = dello spin della particella a;

% =1/2) di ottenere +1/2 misurando la componente z dello spin della particella a;
a

3. laprobabilitd P(s2 = 1/2, s% = 1/2) di ottenere +1/2, +1/2 misurando simultaneamente le componenti
z dello spin di ciascuna delle due particelle;

4. la probabilita P(s? = 1/2,s% = 1/2) di ottenere +1/2,+1/2 misurando simultaneamente la compo-
nente z dello spin della prima particella e la componente x dello spin della seconda.

e problema 2 - buca di potenziale - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m in una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza L,
soggetta alla perturbazione

N Tz

V= VO SiIl2 (> .

Si trovi la correzione fino al secondo ordine perturbativo (in Vj) per tutti gli autovalori dell’energia.

Suggerimento: si usi l'integrale

sin[(m — n)7] n sin[(m + n)7]
(—24+m—n)(m—-—n)2+m—-n) (-24+m+n)(m+n)2+m+n)

/07r sin(nf) sin(m@) sin?(9) df = —

¢ problema 3 - momento angolare - [10 punti]
Un rotatore con momento di inerzia I ¢ descritto dall’Hamiltoniano
A= g
21 N

dove L & I'operatore vettoriali di momento angolare del sistema. All'istante ¢ = 0, il rotatore si trova in
un autostato di |L|? con autovalore pari a 2k ed in un autostato della componente (L, + L.)/v/2, con
autovalore +h.

1. Determinare lo stato del rotatore al generico istante ¢t > 0;

2. Calcolare il valore medio dell’energia ed il valore medio di L, in funzione del tempo.

Formule utili:

2 nmwr
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = (x| ¢n) = 1/ 7 sin (T) ,con n=123 ...
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e problema 1 - spin 1/2- [10 punti]

Una particella di spin 1/2 & soggetta all’Hamiltoniano H = wogy, dove S ¢ loperatore di spin. Al tempo
t = 0 si esegue una misura della componente z dello spin e si ottiene il risultato 7/2.

1. Determinare lo stato del sistema al generico tempo ¢ > 0, espresso nella base degli autostati di S.;

2. determinare il valor medio delle tre componenti dello spin al tempo ¢, <S Zt)>

¢ problema 2 - buca di potenziale - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m in una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza L che
si trova nello stato iniziale:

1h,0) = C (lp1) + € |2))
dove |¢,) rappresenta lo stato stazionario n-esimo, mentre C' & una costante reale e positiva.
1. Una volta determinata C, calcolare la probabilita che la particella si trovi nella meta sinistra della
buca di potenziale all’istante ¢t = 0;

2. Mostrare che e possibile, da questo risultato, ottenere la stessa quantita ad un tempo generico ¢ > 0
con una semplice sostituzione.

3. Se si aggiunge una perturbazione indipendente dal tempo V= ad(x — L/2), calcolare le variazione
delle energie di |p1) e |p2) al primo ordine perturbativo.

¢ problema 3 - atomo di idrogeno - [10 punti]

Lo stato dell’elettrone nell’atomo di idrogeno e descritto dalla funzione donda

Y(r)=A Ly—’—zg(r), dove g(r) ¢ t.c. / r2|g(r)|? dr = 1.

r 0

1. Determinare la costante reale A;

2. Calcolare i possibili risultati di una misura di L, ed |L|?, la probabilita di tali risultati ed il valore
medio delle due osservabili.

3. Se lo stato precedente ¢ quello iniziale per un sistema soggetto all’Hamiltoniano H=H,+ woﬁz, dove
Hy e ’'Hamiltoniano atomico, come cambiano le risposte alle domande del punto precedente per un
tempo t > 07

Formule utili:

2
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = (x| @n) = 1/ 7 sin (?) ,con n=1,23,...

1 /3 /3 ,
alcune armoniche sferiche: Yy = T Y = T 8 0, Y =+ & sin § e,
T T ™
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problema 1 - spin 1/2- [10 punti]

Una particella di spin 1/2 & soggetta all’Hamiltoniano H = wOS'Z, dove S & I’operatore di spin. Al tempo
t = 0 si esegue una misura della componente = dello spin e si ottiene il risultato %/2.

1. Determinare lo stato del sistema al generico tempo ¢ > 0, espresso nella base degli autostati di S.;

2. determinare il valor medio delle tre componenti dello spin al tempo ¢, (S(t)).

problema 2 - Atomo di Idrogeno - [10 punti]

Si consideri un atomo di idrogeno immerso in un campo magnetico (orientato lungo l'asse z), descritto
dall’Hamiltoniano

_ eB
T o2m’

H= ﬁo — wof/z dove ]:10 descrive I’atomo imperturbato, wg

1. Determinare lo spettro degli autovalori di H, indicando la rispettiva degenerazione;
2. Supponendo che al tempo ¢t = 0 Pelettrone si trovi nello stato |1, 0) = % (12,1,-1) = |2,1,1)), qual &
la probabilita di trovarlo, al tempo ¢ nei seguenti stati:
(a) [e1) = [¥,0);
(b) le2) = 5 (12,1, -1) +12,1,1))
(©) les) =12,1,0)

problema 3 - oscillatore armonico - [10 punti]

Un oscillatore armonico lineare di massa m e pulsazione wy, che si trova nello stato fondamentale a t = 0,
& sottoposto per ¢t > 0, alla perturbazione V = —q&(t) &, dove £ ¢ la componente parallela alla direzione
del moto di un campo elettrico dipendente dal tempo, dato da

E(t) =1, & coswite M

Usare la teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo per valutare, al primo ordine, la probabilita che
il sistema sia trovato nel primo stato eccitato per ¢t > 7. Quanto vale, invece, la probabilita di trovare il
sistema nello stato |n), con n > 17
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]
Un oscillatore armonico di massa m e pulsazione w & soggetto a una perturbazione della forma Aafataa,
dove a e af sono gli usuali operatori di discesa e di salita e A & una costante reale.

1. Quali sono le dimensioni di A e sotto quale condizione & possibile applicare la teoria perturbativa?

2. Trovare lo spostamento dei livelli energetici fino al secondo ordine.

3. Dimostrare che & possibile trovare lo spettro energetico esatto del sistema perturbato e confrontarlo
con il risultato del calcolo perturbativo.

e problema 2 - Sistema di spin 1/2 - [10 punti]

La dinamica di due particelle distinguibili di spin 1/2 & descritta dallHamiltoniano:
H = AS) ;8,4 ,

dove A ¢ una costante reale e positiva, mentre 5"172 sono gli operatori vettoriali di spin delle due particelle.

All’istante ¢t = 0, il sistema si trova nello stato |4+)1|—)2, avendo indicato con |+) gli autostati di spin
definito lungo asse z, con verso positivo/negativo.

1. Determinare lo stato del sistema al tempo generico ¢ > 0.

2. Calcolare il valore medio dell’energia in funzione del tempo.

problema 3 - Atomo di idrogeno - [10 punti]

Un atomo di idrogeno si trovi nello stato con funzione d’onda
=A[2—(1—cosO)r/ap) e~/ av)
dove ay ¢ il raggio di Bohr e A una costante.

1. Quali sono i possibili risultati della misura dell’energia dell’atomo e le relative probabilita?

2. Quali sono i possibili risultati della misura di [2edi L. e le relative probabilita?

Formule utili:

. . 1 3 + 3 . .
alcune armoniche sferiche: Yy = E, Yy = “E cosf, Y; 1 F1/ & sin f e,

) 15 ; 15 .
Yy = \/m—w(?)cosQG —1), v = ,/327 sin? @ et2% Y;H = ;,/gsinﬁcosﬁeiw.
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e problema 1 - buca infinita - [10 punti]

Una particella di massa m e carica ¢ si muove in una dimensione tra le due pareti impenetrabili di una buca
infinita di potenziale di larghezza L. Essa si trova nello stato fondamentale (imperturbato), che indichiamo
con f1(0)>. Si consideri la perturbazione indotta dalla presenza di un campo elettrico uniforme, orientato
come 'asse del moto e di modulo £.

Trattando il campo come una perturbazione, scrivere la correzione al primo ordine allo stato fondamentale e
calcolare esplicitamente la probabilita di trovare la particella nel primo stato eccitato imperturbato, |2(0)>.

Suggerimento: usare l'integrale foﬂ 6 sin 6§ sin(nd) df = —%

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

La dinamica di una particella posta in un campo magnetico & descritta dall’Hamiltoniano:

H=AL>+ gB[A/Z7 con L = operatore vettoriale di momento angolare,

dove B ¢ il modulo di un campo magnetico diretto lungo 'asse z e g ed A sono costanti reali e positive.
All’istante t = 0, la particella si trova in un autostato comune degli operatori L? (con autovalore 2h2) e di
(Ly + L.)/\/2, con autovalore nullo.

1. Determinare lo stato della particella al tempo generico ¢ > 0;

2. calcolare il valore medio dell’energia in funzione del tempo.

e problema 3 - oscillatore armonico - [10 punti]

Un oscillatore armonico lineare di massa m e pulsazione w si trova al tempo ¢t = 0 in uno stato tale che

— misurando l’osservabile aa' si trovano solo i valori 1 e 3;
— il valore medio dell’operatore numero & {(afa) = 1/2;
— il valor medio di (a2 + (a')?) = 0.

1. Determinare lo stato piti generale che obbedisce a queste condizioni;

2. Calcolare, in funzione del tempo, il valore medio dell’energia potenziale su tale stato.

Formule utili:

2 nmwT
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 4/ I sin (—) ,con n=1,23, ...
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e problema 1 - buca infinita - [10 punti]

Una particella di massa m & vincolata a muoversi sul segmento 0 < z < L (buca infinita di potenziale). Al
tempo t = 0 essa ¢ perfettamente localizzata in z =

NI

1. Calcolare la probabilita relativa che una misura di energia fornisca l'autovalore E,,, normalizzata
rispetto alla probabilita che la misura fornisca E1, cioe P(E,)/P(E1);

2. scrivere la funzione d’onda della particella al tempo t > 0;

3. bonus : Calcolare il valor medio della posizione, (z(t)).

e problema 2 - Rotatore rigido - teoria delle perturbazioni [10 punti]

La dinamica di una sbarretta di Carbonio (che pud ruotare intorno alla direzione z, perpendicolare al suo
asse) sia descritta dall’Hamiltoniano imperturbato

1

Hy =
07 or

IE, dove I = costante >0 mentre L, = —z'hd—,
Y

N

essendo ¢ la variabile angolare che descrive l'orientazione della sbarretta. Se il sistema ¢ soggetto alla
perturbazione V = ksin ¢, calcolare la correzione al secondo ordine perturbativo in k all’energia dello stato
fondamentale.

e problema 3 - oscillatore armonico - [10 punti]
Un oscillatore armonico si trova, al tempo ¢ = 0, in uno stato |1)) combinazione lineare dei primi due
autostati dell’Hamiltoniano, tale che (| H |¢) =~ %J, con ~ fissato.
1. Quali sono i possibili valori di v 7

2. Preso un generico valore di «, lo stato |¢) non & univocamente determinato. Trovare, tra tutti i
possibili stati, quello che rende massimo il valor medio della posizione, (¥|Z |¢).

3. Si fissi ora il valore v = 2. Considerando come stato iniziale lo stato che rende massimo in valor medio
di (Z), trovato in precedenza, calcolare il valor medio della quantita di moto in funzione del tempo,

(W) |(t))-

Formule utili:

2 nmwx
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 4/ 7 sin (T) ,con n=1,23,...
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¢ problema 1 - buca di potenziale perturbata nel tempo - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m, che si trova nello stato fondamentale di una buca di potenziale
unidimensionale, infinitamente profonda, di larghezza L. A partire dal tempo ¢ = 0, viene accesa una
perturbazione localizzata al centro della buca:

V) = Vi 6(x — g) e,

1. Quali sono le dimensioni fisiche delle costanti Vy e v 7

2. Calcolare, al primo ordine perturbativo in Vj, la probabilita che la particella si trovi nel primo stato

eccitato al tempo ¢ > v~ 1.

3. Ripetere il calcolo per il secondo stato eccitato.

e problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]

Si consideri una particella di spin S = 1/2. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H= —hwoo,
dove o, con @ = z, ¥, z, sono le matrici di Pauli.

Al tempo t = 0, la particella si trova nell’autostato di o, con autovalore +1. Calcolare le probabilita, in
funzione del tempo, per i due possibili risultati di una misura di o, Pl(w) (t) e wal) (t).

e problema 3 - particelle identiche - [10 punti]

Due particelle identiche di massa m sono vincolate a muoversi in una dimensione, all’interno di un potenziale
armonico di frequenza w.

1. Determinare gli autovalori e gli autoket relativi al livello fondamentale e al primo livello eccitato ed il
relativo grado di degenerazione se le particelle hanno spin s = 0;

2. Determinare gli autovalori e gli autoket relativi al livello fondamentale e al primo livello eccitato ed il
relativo grado di degenerazione se le particelle hanno spin s = 1/2.

Formule utili:

2 nmwx
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 4/ 7 sin (%) ,conn=123,...
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problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale soggetto alla perturbazione V = ~#3.

1. Mostrare che la correzione al primo ordine in ~ agli autovalori €,, dell’energia si annulla.
2. Calcolare la correzione al secondo ordine in « per tutti gli autovalori dell’energia.

3. Quali sono le unita di misura di v 7 quale condizione deve essere verificata affinché la trattazione
perturbativa sia sensata ?

problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]

Si consideri una particella di spin S = 1/2. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H=-b-8 ,
0

dove b =2wg | 1 |. Se al tempo t = 0, una misura di SZ fornisce il valore +7%/2, calcolare il valor medio
0

di S, S’y ed SZ in funzione del tempo.

problema 3 - particelle identiche - [10 punti]

Due particelle identiche di spin 1 e massa m sono vincolate a muoversi in una dimensione, all’interno di
una buca di potenziale infinita di lunghezza L.

1. Determinare gli autovalori e le autofunzioni del livello fondamentale e del primo livello eccitato ed il
relativo grado di degenerazione.

2. Scrivere il piu generale stato del sistema compatibile con le seguenti condizioni:
(a) il sistema si trova in un autostato dello spin totale con S = 0;
(b) una misura dell’energia potrebbe fornire solo gli autovalori corrispondenti ai primi due livelli;

h2r2
mL2 "

(¢) il valor medio dell’energia ¢ (H) = 2

Formule utili:

/2
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = I sin (?) ,con n=1,23,...
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problema 1 - buca infinita - teoria delle perturbazioni - [10 punti]
Si consideri una particella di carica g e massa m, confinata in una dimensione, in una buca di potenziale
infinitamente profonda di estensione L. Essa viene perturbata da un campo elettrico statico e uniforme,
parallelo all’asse del moto, di intensita F.

1. Scrivere I'espressione della perturbazione dovuta al campo elettrico.

2. Calcolare la correzione al primo ordine in E per tutti gli autovalori dell’energia.

3. Quale condizione deve essere soddisfare F, affinché la trattazione perturbativa sia sensata ?

problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

Un elettrone si trova in un autostato |j,m;) del momento angolare totale J = L + S. Per tale stato, si

conosce il valore di m; e quello di | (numero quantico relativo al modulo quadro del momento angolare).
1. Quali sono i possibili valori di 57

2. Calcolare il valor medio della componente z del momento di dipolo magnetico i, = ﬁ([:z + 25;).

problema 3 - oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m in un potenziale armonico unidimensionale di frequenza w. Al tempo
t = 0, la funzione d’onda della particella sia reale, ¥*(z,t = 0) = ¥(z,t = 0), e simmetrica rispetto
all’origine (cioeé pari), ¥(—z,t = 0) = ¢(z,t = 0). Usando la rappresentazione di Heisenberg, calcolare la
varianza della posizione al tempo t, 6x2(t) = (¥, t| 22 |, t) — ((1,t| 2 |+, 1))?, esprimendola in termini di

(x2), = (1,0122[,0) e (p2), = (¥, 0]5 1), 0).

Formule utili:

/2
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = I sin (?) ,con n=1,2,3,...

1
integrale utile: /CE cos(ax) dx = L sin(ar) + — cos(ax).
a !
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale soggetto alla perturbazione
V =~(2p + pi).
1. Mostrare che la correzione al primo ordine in 7 agli autovalori €,, dell’energia si annulla.

2. Calcolare la correzione al secondo ordine in « per tutti gli autovalori dell’energia.

3. Quali sono le unita di misura di v ? quale condizione deve essere verificata affinché la trattazione
perturbativa sia sensata 7

e problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]

Si consideri una particella di spin S = 1/2. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H=5b- S',
cos @

dove b = wy 0 . Se al tempo t = 0, una misura di S, fornisce il valore +7/2, calcolare il valor medio
sin 0

di S“w ed Sz in funzione del tempo.

e problema 3 - atomo di idrogeno - [10 punti]

Lo stato dell’elettrone nell’atomo di idrogeno sia descritto dalla funzione d’onda

1

P(r) = (€' sin @ + cos 0) g(r),

E

dove 6 e ¢ sono gli angoli sferici, mentre ¢g(r) & una funzione radiale.

1. Quali sono i possibili risultati e le corrispondenti probabilita di una misura della componente L, del
momento angolare dell’elettrone ?

2. Se lo stato & normalizzato, quanto vale lintegrale [ |g(r)[*> % dr ?

Formule utili:

1 /3 /3 ,
alcune armoniche sferiche: Yy = Wi Yy = 2 8 0, Y = F & sinf e*4,
T T ™
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e problema 1 - buca infinita - [10 punti]

Una particella carica di massa m si trova confinata in una buca di potenziale unidimensionale estremamente
profonda, corrispondente all’intervallo 0 < x < L. Lungo l'asse del moto & applicato un campo elettrico
uniforme, che da luogo alla perturbazione V= —%i‘. Assumendo che tale perturbazione sia piccola,
valutare la correzione al primo ordine perturbativo agli autovalori dell’energia.

Quale condizione deve valere per Vj affinché ’approccio perturbativo sia sensato,?

e problema 2 - Spin 1 - [10 punti]
Si consideri una particella di spin S = 1. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H = %(5’% — 5’5)

Se al tempo t = 0, una misura di S, fornisce il valore +h, calcolare il valor medio di S, in funzione del
tempo.

e problema 3 - oscillatore armonico - [10 punti]

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale di pulsazione w, si determini quello in cui

1. la misura dell’energia pud dare il valore fiw/2 con probabilitd 1/2 e il valore 3fiw/2 con probabilita
1/2;

2. compatibilmente con la richiesta di cui al punto precedente, il valor medio della posizione assume il
valore massimo possibile.

Infine, considerando tale stato come quello iniziale dell’evoluzione temporale, si ricavi il valor medio della
posizione al generico tempo t > 0.

Formule utili:

/2
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 7 sin (%) ,con n=1,23,...



Prova Scritta di Meccanica Quantistica 1
23 Febbraio 2023

e problema 1 - buca infinita - [10 punti]

Un elettrone (massa m, carica ¢ = —e) si trova confinato in una buca di potenziale unidimensionale
estremamente profonda, con 0 < x < L. Lungo l'asse del moto e applicato un campo elettrico uniforme,
€ = Eu,. Assumendo che tale campo costituisca una piccola perturbazione, valutare:

1. la correzione al primo ordine perturbativo agli autovalori dell’energia;

2. la correzione al primo ordine perturbativo alla funzione d’onda dello stato fondamentale.

Affinché I'approccio perturbativo sia sensato, quale condizione deve valere per £ 7

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

Si consideri un elettrone nel seguente stato (scritto nella rappresentazione della posizione e con i ket riferiti
allo stato di spin):

\/i 1 1 -1 ﬁ 1
= \/TT)YQO(@,@) [y \Toyl 0, 0) |+) + EYQ 0.0) [=)-

1. Misurando J,, quali possibili valori si possono ottenere ? con quali probabilita ?

) = —=Y'(0,0) |+) +

2. Misurando |J|?, quali possibili valori si possono ottenere ? con quali probabilita ?

e problema 3 - oscillatore armonico - [10 punti]

Un oscillatore armonico di massa m e frequenza w si trova, al tempo ¢ = 0, in una configurazione che non
contiene stati piu eccitati del secondo livello energetico:

|1,0) = a[0) + B 1) +7]2).

Si sa, inoltre, che I'energia media vale (H) = 3hw e che la posizione media non cambia nel tempo, (z(t)) =
(x(0)), Vt.

1. Scrivere I'espressione dello stato piu generale compatibile con le condizioni precedenti;

2. se si conoscesse anche il valor medio della quantita di moto, (p(t)), si potrebbe individuare univoca-
mente lo stato ? e se, invece, si conoscesse <m2 (0)>?

Formule utili:
. . . . . 2 . /nmzx
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, () = I sin (T) ,conn=123,...

1
integrale utile: /x cos(ax) dx = d sin(ax) + — cos(azx) .
a e!

coefficienti C.-G. :

52
e 2)(1/.’2 5/205/2 3/2
1x1/2 Lf - 3 a2l vz 4tz
M +2 ~1/2[es ass| a2 ae
| Y YR ] 41 +172]as5 175 172 4102
+1-1/2] 143 21} 3/2 142 #1 -1z | 2/% s s/2 3
9 #1/2| 2/3 =1/ [=1/1 =1/2 04172 | 3/5 -2/5)-1/2 ~1/2
a-1/5: 2/3 1) 12 O e e e

=1+1/2: 1r3-2/3}-312 — J

I—1—|r; ars 15| sra
|—1-;:2 1

-2 +1/2| 175 -4/5]-52

| 1
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problema 1 - buca infinita - [10 punti]

Una particella di massa m & vincolata a muoversi sul segmento 0 < z < L (buca infinita di potenziale). Al
tempo t = 0, la sua configurazione & descritta dalla funzione d’onda

b(z,0) = \% {sin (%x) +sin <("+Ll)”x) } .

Calcolare il periodo con cui il valor medio della sua posizione oscilla nel tempo, mostrando che, per n > 1,
esso coincide con quello ‘classico’, T = %, dove v, ¢ definita dalla relazione 1mfufl = (H).
c

2
problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

L’operatore Hamiltoniano di una particella di spin 1/2 ha la forma H=cJ? dove J =L+8, L ed S sono
gli operatori di momento angolare totale, orbitale e di spin, rispettivamente, mentre ¢ € una costante.

Al tempo t = 0, la particella si trova in una configurazione tale che delle misure di ﬁQ, L, ed S, darebbero
con certezza i risultati 2h%, —h e 7i/2, rispettivamente. Determinare:

1. i possibili risultati di una misura dell’energia e le rispettive probabilita,;

2. il valore medio, in funzione del tempo, della componente y dello spin, (S,).

problema 3 - oscillatori armonici perturbati - [10 punti]

Due particelle di massa my ed mso sono vincolate a muoversi in una dimensione, nello stesso potenziale
armonico di frequenza w, con Hamiltoniano imperturbato

A2 A2
2 p p 1 2 1 .
H() = ﬁ + 277;2 + §m1w2x% + §m2w2x§.

Al tempo t = 0, esse si trovano nello stato fondamentale di Hy, quando viene accesa la perturbazione

- 2V h
V(t) = ——20 O(t)Z1@9e ", dove O(t) ¢ la funzione gradino, mentre 2 = —— | con m = /mims .
z3 mw

Usando la teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo, valutare, al primo ordine, la probabilita che il
sistema rimanga nello stato fondamentale per tempi lunghi (t > v~ 1).

Formule utili:

/2
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = I sin (%) ,con n=1,2,3,...
coefficienti C.-G. :

1x1/2 | ¥:
~31/2) 352 LA
| Y YR ]
+1-12] 1/ 27} 372 142

9 #1/2| /3 =172 =172 =1/2
a=1s2% 2/3 1/3} 31/3

=1 +1/2: 173 -2/3|-1/2

l—l =1/2 1
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e problema 1 - teoria delle perturbazioni per un oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri un oscillatore armonico di frequenza w e massa m, perturbato dall’energia potenziale V = \23.
Usare la teoria delle perturbazioni per ottenere la correzione al fino secondo ordine in A all’energia dello
stato fondamentale.

e problema 2 - Spin 1 - [10 punti]
Una particella di spin 1 si trova, al tempo ¢ = 0, nell’autostato dell’operatore di spin S, con autovalore .
L’Hamiltoniano del sistema ¢ dato da H = wy.S,, con wy costante.
1. Si determini lo stato nell’istante t* tale che wot* = 7/4;

2. si calcolino i valori medi di S’w, Sy ed 5} nell’istante t*.

e problema 3 - bosoni o fermioni in una buca di potenziale - [10 punti]
Due particelle identiche di massa m e spin 0 si trovano in una buca di potenziale unidimensionale estrema-
mente profonda di larghezza L.
1. Scrivere la funzione d’onda e l’energia per lo stato fondamentale e per il primo stato eccitato del
sistema.

2. Ripetere il calcolo per il caso di due particelle con spin 1/2.

Formule utili:

2 nwx
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 1/ 7 sin (T) ,conn=123,...

(1)
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problema 1 - teoria delle perturbazioni per un oscillatore armonico - [10 punti]
Una particella si muove in una dimensione, soggetta ad un potenziale armonico, di frequenza w. Essa &
sottoposta alla perturbazione

V=iv(a®—a'?).
1. Determinare la correzione al primo ordine in v all’energia di tutti i livelli energetici del sistema;

2. determinare la correzione al secondo ordine in v all’energia dello stato fondamentale dell’oscillatore.

problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]
Una particella di spin 1/2 si trova, al tempo ¢t = 0, nell’autostato dell’operatore di spin S, con autovalore
h/2. I’Hamiltoniano del sistema e data da H = 2w(.S,, con wy costante.

1. Si determini lo stato nell’istante t* tale che wot* = 7/4;

2. si calcolino i valori medi di S’m Sy e §Z nell’istante t*.

problema 3 - atomo di idrogeno - [10 punti]

Determinare lo stato |1) dell’elettrone di un atomo di idrogeno sapendo che:

1. una misura della terza componente del momento angolare orbitale forbirebbe con certezza il valore
L, = 07

2. il valor medio dell’energia risulta essere pari alla media aritmetica dei primi due autovalori, %;

3. una misura del momento angolare orbitale potrebbe fornire i valori L2 = 0 e L? = 2h?, con probabilita
P(0) = 3/4 e P(2h*) = 1/4, rispettivamente;

4. i coefficienti dello sviluppo di |¢), nella base degli autoket dell’energia e del momento angolare orbitale,
{|n,1,m)}, sono tutti reali e positivi.
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e problema 1 - oscillatore armonico bidimensionale - [10 punti]

Una particella di massa m si muove nel piano, soggetta ad un potenziale centrale armonico, con Hamilto-
niano
H pg + p?] + 1 2 ( 2 + 2)
= —mw” (x .
om 2 Y

Mostrare che la componente z del momento angolare ¢ una quantita conservata.

e problema 2 - Composizione dei momenti angolari - [10 punti]

Si considerino due particelle, la prima di spin 1, inizialmente nello stato |s; = 1,m; = 1) e la seconda di
spin 1/2, inizialmente nello stato |s; = 1/2,mq = —1/2). Si consideri un’interazione tra le due particelle
descritta da

H=JS§-85,.

Trovare lo stato del sistema ad un generico tempo ¢ > 0.

Suggerimento: utilizzare la base degli autostati dello spin totale.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, molto profonda, di larghezza
L. Se la particella viene sottoposta alla perturbazione V = ad(x — %) (dove « & una costante), localizzata
nel centro della buca di potenziale, calcolare:

1. la correzione al primo ordine agli autovalori dell’energia, spiegando perché le autoenergie con n pari
non sono affette da V'

2. i primi due coefficienti (relativi alle componenti proporzionali alle autofunzioni ¢s(z) ed ¢3(z)) della
correzione al primo ordine alla funzione d’onda dello stato fondamentale.

Formule utili.

autovalori ed autofunzioni di H per la buca infinita di potenziale :

h2 2,2 2
EnZ%, on(x) = Zsin(%),conn=1,2,3w-~



Prova Scritta di Meccanica Quantistica 1
22 Giugno 2022

e problema 1 - oscillatore armonico bidimensionale e teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si muove su un piano, soggetta ad un potenziale centrale armonico, con
Hamiltoniano 2,2

Pz TPy 202 .2
= —5m +2mw (z° 4+ y°).
La particella si trova in uno stato determinato dalle seguenti condizioni: i) una misura dell’energia fornisce
con certezza il risultato E = 2hw; ii) il valor medio dell’operatore A = xy € pari a anw; iii) il valor medio
dell’operatore B = x2 — 32 & nullo.

Hy

1. Determinare lo stato della particella.

2. Si supponga di aggiungere ad H( una perturbazione della forma V = AB. Calcolare le correzioni al
primo ordine in A agli autovalori dell’energia dello stato fondamentale e del primo livello eccitato.

e problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]
Si considerino due particelle di spin 1/2 la cui interazione & descritta dall’Hamiltoniano

2
H:%Sl-Sg.

All’istante ¢t = 0, le particelle si trovano nello stato in cui lo spin della particella 1 punta lungo l'asse z,
mentre quello della particella 2 punta nella direzione opposta. Calcolare, in funzione del tempo,

1. la probabilita, Pyy2(t), che una misura dello spin totale S =[S 4 S5|? dia il valore 27%;

2. il valor medio della componente z dello spin della prima particella, (¥, t] S, ¥, 1).

e problema 3 - armoniche sferiche - [10 punti]

Una particella che si trova in un potenziale sfericamente simmetrico ¢ descritta dalla funzione d’onda
UV(x,y,z) = C (zy + yz + zx) (@ +y?+2%)

1. Qual ¢& la probabilitd che una misura del quadrato del momento angolare dia per risultato L? =0 ?

2. Dopo che una misura fornisce [ = 2, quali sono le probabilita relative ai possibili valori di m 7

Formule utili:
: : 0 1 0 3 +1 3 . +ip
alcune armoniche sferiche: Yy = 7 Y = 1 &8 0, Y =F o sinf e™'?,

/5 /15 ; /15 ,
Yy = ﬁ(?) cos?f — 1), Y2 = 3o sin® @ e Vi = F gsinﬁcosﬁeiw.
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e problema 1 - oscillatore armonico e teoria delle perturbazioni - [10 punti]
Si consideri una particella in moto unidimensionale, la cui dinamica ¢ descritta dall’Hamiltoniano

2 1
H=Hy+V, con Hy= p——&—fmwaz, V =~(zp + px).
2m 2
Trattando V' come una perturbazione, si valutino le correzioni fino al secondo ordine in v per tutti gli

autovalori di Hy.

e problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]
Si consideri una particella di spin 1/2. Su di essa, viene effettuata una prima misura della componente
sin 6
u - S dello spin, nella direzione u = 0 . Tale misura fornisce il risultato +#%/2. Si determinino i
cos 6
valori medi delle tre componenti S, Sy, S, dopo la misura. Si valuti, inoltre, la probabilita che una seconda
misura, nella direzione z, fornisca il risultato —#/2.

e problema 3 - fermioni in una buca di potenziale - [10 punti]
Due particelle identiche, di massa m, si trovano in una buca di potenziale unidimensionale estremamente
profonda, di larghezza L. Scrivere tutti i ket di stato relativi ai primi due livelli energetici del sistema ed i
corrispondenti autovalori, nei seguenti casi:
1. le particelle sono bosoni di spin 0;
2. le particelle sono fermioni di spin 1/2;

3. le particelle sono bosoni di spin 1.
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m in un potenziale armonico unidimensionale di pulsazione w. Sia
V= )\(dT2 + a?) una perturbazione (con a ed a' operatori di distruzione e creazione, rispettivamente, e A
costante reale). Valutare le correzioni allo stato fondamentale ed alla sua energia, rispettivamente al primo
ed al secondo ordine in A.

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

Una particella si trova nella configurazione descritta dalla seguente funzione d’onda (espressa in coordinate
sferiche)

P(r,0,0) = N {cosf +sinf(1 4+ 2cos ) sinp} g(r), con / r2|g(r)|? dr = 1.
0

1. Quali sono i possibili risultati di una misura di L, e di L2 ?
2. Quali sono le probabilita di ottenere tali risultati ?

3. Quanto vale il valor medio di L2 ?

e problema 3 - buca di potenziale perturbata - [10 punti]

Un elettrone & confinato a muoversi lungo ’asse z, in una buca di potenziale unidimensionale estremamente
profonda, di larghezza L. Dall’istante ¢ = 0 in poi, il sistema viene sottoposto alla perturbazione V (z,t) =
2Ry cos (LLI) e~ Calcolare, al primo ordine perturbativo, la probabilita di trovare I’elettrone nel primo
stato eccitato per ¢ > a~!.

Formule utili:

nmx

2
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 1/ = sin <T> ,con n=1,2,3,...

L
: : 0 1 0 3 +1 3 . +i
alcune armoniche sferiche: Yy = \/T, Y = = cosl, Y =7F 3 sinf e>"?,
™ T 7r

1 ; 1 .
Yy = \/%(3 cos?f — 1), Y552 =/ % sin? @ 2% Vi = 14/ gsinﬁcosﬁeiw.
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Una particella di massa m € confinata a muoversi in una dimensione, soggetta ad un potenziale armonico di
frequenza w. Essa si trova, al tempo ¢ = 0 in uno stato in cui una misura di energia puo fornire con uguale
probabilita i valori % hw e % hw.

1. Scrivere il ket di stato |¢,t) del sistema, sapendo che il valor medio della posizione, al tempo ¢ = 0,

vale (1),0| & |1h,0) = /-1

2. Determinare l'istante di tempo ¢ > 0 tale che (¢, t|Z |4, t) = 0.

e problema 2 - Spin - [10 punti]

Due particelle distinguibili di spin 1/2 siano descritte dall’Hamiltoniana
H=~(5;+8),

dove S, = S&l) + Sg), o = x,y, z, le componenti dello spin totale § = S* + S,

1. Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.

2. Se al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato |+), |—), autoket di Sgl) con autovalore f/2

edi SS) con autovalore —fi/2, trovare lo stato al tempo t.

e problema 3 - perturbazioni indipendenti dal tempo - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra = 0 ed x = a. All'interno della buca, essa ¢ anche soggetta alla perturbazione V, della forma
V = Vycos (%) Calcolare la variazione dell’energia degli autostati imperturbati dell’energia, al primo
ordine perturbativo.

Formule utili:

.. . . . N 1 T ) h h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: ¢ = — [ — +i— con rg = — =4/ —
V2 \zo  po Do mw
2 nmwx h2m2n?
autostati ed autovalori dell’energia per una buca infinita: ¢, (z) = \/>sin (—) , By, = S
a a ma
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Una particella di massa m, vincolata a muoversi lungo una retta, € soggetta a potenziale armonico di
pulsazione w.

1. Usando la rappresentazione di Heisenberg, scrivere le espressioni al generico tempo ¢ per gli operatori
posizione, &(t), e momento lineare, p(t).

2. Calcolare poi 2= (0] Z(t) 2(0) |0).

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

La dinamica di due particelle distinguibili di spin 1/2 & descritta da

~ A4 & 5 A 1, 1.4
H = ? (Sl,mSZ:E + SLySny - 551272 - 253,z> 3

dove S; ed S5 sono gli operatori (vettoriali) di spin per le due particelle, mentre A & una costante con le
dimensioni di un’energia. All'istante t = 0 vengono misurate le componenti lungo 'asse z dello spin delle
due particelle e le misure danno +% per la particella 1 e 7% per la particella 2. Determinare lo stato del
sistema al generico tempo t > 0.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda, estesa
traz = 0 ed x = L. Essa viene perturbata dall’energia potenziale V = aj?, con « costante piccola (rispetto
a cosa?). Calcolare la variazione dell’energia del livello fondamentale dell’Hamiltoniana imperturbata al
primo ordine perturbativo. Verificare il risultato con il calcolo esatto.

Formule utili:

[2 hk?
per una buca infinita di potenziale : ¢, (x) = I sin(k,z), FEn,= % conk, = n% ,n=123,...
m

. . R 1 T P h h
per l'oscillatore armonico: a = — | — +i1— con rg=— =4/ —
V2 \zo  po Do mw
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e problema 1 - buca unidimensionale infinita - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra x = 0 ed x = L. All’istante t = 0 il suo stato & descritto dalla funzione d’onda

() = \[{wl +e pa(a)}

dove ¢, () denota ’ennesima autofunzione normalizzata dell’Hamiltoniano, mentre 6 & una costante reale.
Si calcoli il valor medio dell’operatore impulso in funzione del tempo.

e problema 2 - Spin 1/2 - [10 punti]

Una particella di spin 1/2 si trova in una configurazione fisica per la quale il valor medio delle tre componenti
dello spin vale:

(So) =haB, (S,)=0, (S.)=

(> —pB?), conacl0,1],8=+V1-a2.

1. Scrivere 'espressione del ket di stato che descrive tale configurazione in funzione di « e ;

| S

2. Se I'Hamiltoniano del sistema & H = —%UU (dove 6, ¢ la seconda matrice di Pauli), ricavare:
(a) il ket di stato al generico tempo ¢ > 0;
(b) il valor medio di S, in funzione del tempo.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo - [10 punti]

Si consideri un oscillatore armonico di pulsazione w, perturbato da un potenziale della forma V =i +nit.
Calcolare la correzione all’energia dello stato fondamentale, dovuta alla presenza di V', al primo ordine nelle
costanti vy e 7.

Formule utili:

/ R k2 ™
per una buca infinita di potenziale : ¢, (z — sin(k,z), FE,= . conk,=n—,n=123,...
m

.. . ) 1 i“ ]3 n h
per l'oscillatore armonico : a = — 41— con rg = =
V2 $0 Po Do mw
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e problema 1 - buca unidimensionale infinita - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra x = 0 ed x = L. Per ciascuno degli stati stazionari ¢,, del sistema, determinare

1. il valor medio dell’operatore impulso;

2. la probabilita P(n) di trovare la particella nell’intervallo [0, L/10].

Calcolare, infine, il limite di P(n) per n — oo e commentare il risultato.

e problema 2 - Atomo di idrogeno e momento angolare - [10 punti]

Un atomo di idrogeno si trovi nello stato descritto dalla funzione d’onda

Y(F) = Nr e/ (2%) cos .

Si sappia inoltre che lo stato di spin dell’elettrone sia |+). Determinare

1. la costante di normalizzazione N;

2. i possibili risultati della misura di 527 L., fQ, J., con le relative probabilita.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo - [10 punti]

Un oscillatore armonico di pulsazione w, inizialmente nello stato fondamentale, viene sottoposto, a t = 0, ad
una perturbazione che ha come effetto quello di portare istantaneamente la pulsazione al valore w /1 + e,

con € < 1. Calcolare

1. la probabilita che, ad un generico istante di tempo ¢, l'oscillatore si trovi nello stato eccitato n-esimo;

2. la probabilita che, ad un generico istante di tempo ¢, I'oscillatore si trovi ancora nello stato fondamen-

tale.

Formule utili:
2
per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 4/ T sin(k,x) ,

per l'oscillatore armonico : a =

viER

alcune armoniche sferiche: Y = —, Y,? =

h2k2
727

T
con k, =n—
L

. n=1,23,...
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]
Una particella di massa m si trova in un potenziale armonico unidimensionale di pulsazione w, inizialmente
nello stato fondamentale.
1. Usando la rappresentazione di Heisenberg scrivere un’espressione per I’operatore posizione al generico
tempo t, &(t);
2. calcolare il valor medio C(t) = (0] Z(¢) £(0) |0).

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]
La dinamica di due spin 1/2, indicati con a e b, che inizialmente si trovano nello stato [¢,t = 0) = |+4, —p),
& generata dall’Hamiltoniano

a 2>\ a a
H=wy(S +5P) + f(sg )8 + 5l 5Py .
1. Rappresentare H come una matrice 4 x 4 nella base fattorizzata degli autostati di SE“) e Sgb);

2. trovarne autovalori ed autovettori;

3. calcolare la probabilita che al generico tempo ¢, il sistema si trovi ancora nello stato iniziale: P(t) =

| (1, 019, 1)

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra x = 0 ed « = L. Essa viene perturbata dall’energia potenziale V = —LV, §(z — %) Calcolare la
variazione dell’energia degli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata, al primo ordine perturbativo.

Formule utili:

[2 hk?
per una buca infinita di potenziale : @, (x) = I sin(k,z), FE,= % conk, = n% ,n=123,...
m

. . N 1 T P h h
per l'oscillatore armonico: a = — | — +i— con rg=— =4/ —
V2 \zo  po Do mw
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in un potenziale armonico unidimensionale di pulsazione w. Il suo stato

iniziale e tale che una misura di energia puo fornire con probabilita Py = % e P = i i valori By = % hw ed
_ 3

E1 =3 hw.

1. Scrivere il ket di stato |1, 0) del sistema, sapendo che il valor medio della posizione vale (1, 0] & |, 0) =

3 h .
4 2mw’?

2. Determinare il pit piccolo istante di tempo ¢ > 0 tale che il valor medio della posizione, (¥, t| & |1, t),
ritorni allo stesso valore iniziale.

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

La dinamica di una particella di spin 1 e descritta da

dove S’j, con j = x,¥, 2, sono le componenti dello spin; mentre A e B sono costanti positive. All’istante

t = 0, la particella si trova nell’autostato di S, con autovalore +h. Determinare il valor medio di S, al
generico tempo t > 0.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra * = 0 ed x = L. Essa viene perturbata, a meta della buca, dall’energia potenziale V =
—LVyo(x — %) Calcolare la variazione dell’energia degli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata, al
primo ordine perturbativo.

Formule utili:

2 h k2
per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 7 sin(kpz), E, = L

o conkn:n%,n:1,2,3,...
h

N . . 1 T P h
per 'oscillatore armonico: ¢ = — | — +1— con rg = — =4/ —
V2 \zo  po Po mw
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in un potenziale armonico unidimensionale di pulsazione w. Al tempo
t = 0, lo stato della particella ¢ dato da

9,0) = A(|3) —i[4)) -

Dopo aver normalizzato lo stato, calcolare i valori medi della posizione e della quantita di moto in funzione
del tempo, (b, t[Z [, 1) e (¥, 1] p [, 1).

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

La dinamica di due particelle di spin 1/2 & descritta da H=—-A8,-S5 —l—B(SA'LZ —5'2,z) , dove S ed S5 sono
gli operatori (vettoriali) di spin per le due particelle, di cui SLZ ed Sg’z costituiscono le terze componenti.
Infine, A e B sono costanti positive. All'istante ¢ = 0, vengono misurate le componenti lungo 'asse x dello
spin delle due particelle ed entrambe le misure danno il risultato —I—%. Determinare i valori medi di SA'LZ ed

5’272 al generico tempo ¢ > 0.

e problema 3 - due particelle in una buca di potenziale - [10 punti]
Due particelle identiche di massa m e spin 0 si trovano in una buca di potenziale unidimensionale di larghezza
L. La debole interazione tra esse puo essere descritta dall’energia potenziale V = —VyL§(&1 — &2).
1. Ignorando l'interazione, scrivere la funzione d’onda e I’energia per lo stato fondamentale e per il primo
stato eccitato del sistema.

2. Utilizzando la teoria delle perturbazioni, ottenere la correzione al primo ordine in Vj alle energie
calcolate in precedenza.

Formule utili:

. . . . . 2 | /nrmx
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (z) = 1/ 7 sin (

— =1,2,3,...
L),conn ,2,3,
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in un potenziale armonico unidimensionale di pulsazione w. Al tempo
t = 0, lo stato della particella & una sovrapposizione degli autostati dell’energia, data da

.00 = A o )

1. trovare la costante A;
2. scrivere un’espressione per lo stato evoluto al tempo ¢, |1, t);

3. mostrare che la densitd di probabilitd di posizione p(z,t) = |(x |1, t) |* & una funzione periodica del
tempo e trovarne il periodo;

4. trovare il valor medio dell’energia.

Suggerimento: usare le serie Y o o = 2; Yoo = 1.

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

. . . . . . . . . N . i 72 &
La dinamica di un rotatore tridimensionale con momento di inerzia I ¢ descritta da H = ST 4+ wL, , dove

L? ed L, sono il modulo quadro e la terza componente del momento angolare, rispettivamente; mentre w ¢
una costante con le dimensioni di frequenza. All’istante ¢t = 0 il sistema si trova in un autostato comune di
L? (con autovalore 2h%) e di (L, 4+ L.)/+v/2 (con autovalore %).

1. Determinare lo stato del sistema al generico tempo ¢ > 0;

2. Determinare il valor medio di L, in funzione del tempo.

e problema 3 - due fermioni polarizzati in spin - [10 punti]

Due particelle identiche di massa m e spin 1/2 si trovano in una buca di potenziale unidimensionale di
larghezza L. Se, a causa di un campo magnetico molto intenso, lo spin di entrambe le particelle & fissato
nello stato |+) (autostato di S, con autovalore //2), scrivere 'energia minima del sistema e la corrispondente
funzione d’onda. Se & presente un’energia potenziale di interazione della forma V = k6 (Z1 —&9), calcolare la
correzione al primo ordine all’energia dello stato descritto in precedenza. Dare un’interpretazione intuitiva
del risultato ottenuto.

Formule utili:

2 nwT
autofunzioni per una buca infinita di potenziale : ¢, (x) = 4/ 7 sin (%) ,con n=1,2,3,...
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale di pulsazione w si determini quello in cui:

1. la misura dell’energia puo dare il valore hiw/2 con probabilita % e il valore 3hw/2 con probabilita %
2. compatibilmente con la richiesta di cui al punto precedente, il valor medio della posizione assume il
valore massimo possibile.

Considerando lo stato appena trovato come quello iniziale del sistema, se ne scriva ’evoluto temporale fino
ad un generico tempo t e si calcoli su di esso il valor medio dell’operatore posizione, (&(t)).

e problema 2 - Spin 1 - [10 punti]
Si consideri una particella di spin S = 1. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H = - (S’E — S’S)

Se al tempo ¢t = 0, una misura di S, fornisce il valore +h, calcolare il valor medio delle tre componenti dello
spin al generico tempo t.

e problema 3 - perturbazioni indipendenti dal tempo - [10 punti]

Si consideri un atomo di idrogeno perturbato dal potenziale:

Si calcoli la variazione dell’energia dello stato fondamentale al primo ordine e si discutano i limiti di validita
dell’approssimazione se, come ordine di grandezza, & dell’ordine del reciproco del raggio di Bohr, § ~ ab_l.

Formule utili:

- . . . . 1 T .p h h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: ¢ = — [ — +i1— con rg = — =
V2 \zo  po Do mw
1 _
stato fondamentale dell’atomo di idrogeno: r4(r) = =e o,
Tay

* 1
integrale utile: / re “dr=—.
0 (6%



Prova Scritta di Meccanica Quantistica 1
17 Settembre 2020

e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Una particella di massa m ¢ confinata a muoversi lungo l'asse x e soggetta ad un potenziale armonico di
frequenza w. Essa si trova in uno stato in cui la misura di energia puo fornire con uguale probabilita i valori
E = %hw ed Egz%hw.
1. Scrivere il ket di stato |1, t) del sistema sapendo che, al tempo ¢ = 0, il valor medio della quantita di
moto vale (1, 0| p |1, 0) = vVEmw.

2. Determinare 'istante di tempo ¢ > 0 tale che (¥, ¢|p|¢,t) = 0.

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

Una particella che si trova in un potenziale centrale & nello stato descritto dalla funzione d’onda
Y(z,y,2) = Alzy +yz + 2x)
1. Qual & la probabilita che una misura del quadrato del momento angolare orbitale dia risultato nullo ?

2. Qual & la probabilita che si ottenga il valore |L|? = 6h% ?
3. Quali sono le probabilita relative ai possibili valori di L,?

e problema 3 - perturbazioni dipendenti dal tempo - [10 punti]

Una particella di massa m ¢ confinata in una buca di potenziale unidimensionale estremamente profonda,
con pareti in = 0 ed x = L. Al tempo t = 0, essa si trova nello stato fondamentale dell’Hamiltoniano,
1(x). Per tempi ¢t > 0, viene accesa una perturbazione dipendente dal tempo, localizzata nel centro della
buca, della forma V(¢) = VoL e~ §(z — £). Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, calcolare
le probabilita, Py(t) e P3(t), che, al tempo t > v~ la particella si trovi nel primo e nel secondo stato
eccitato.

Formule utili:

oo . . . . 1 /2 . p h h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: ¢ = —=( — +i— |, conzg=— =4/—;
2 \To  Po Do mw
armoniche sferiche: Y = L Y0 = \/ 3 cosf, Y = F 3 sin et
- 20 \/Ev 1 Ar s A1 T 5
5 15 ; 15 -
Yy =/ Ton (3cos?0 — 1), V52 = ﬂFw/g sin @ cos § e Y;E2 = ;,/%sm%eﬂ%

- /2

autofunzioni di H per una buca infinita: ,(z) = T sin (%m)
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Considerare una particella di massa m confinata a muoversi lungo 'asse = e soggetta ad un potenziale
armonico di frequenza w. Se lo stato iniziale del sistema ¢ dato da |¢,0) = % (2a' + 1) |0), dove |0) & lo

stato fondamentale e G & I'operatore di creazione, ottenere il valor medio dell’operatore posizione ad un
generico tempo ¢ > 0.

e problema 2 - Momento angolare - [10 punti]

La configurazione fisica di una particella & descritta dallo stato |¢), autostato del modulo quadro del

momento angolare, |I:|2, con autovalore 2%, Lo stato 1) & anche autostato dell’operatore L, componente
del momento angolare lungo 'asse =, con autovalore massimo. Esprimere lo stato nella base degli autostati
di |L|2 ed L..

e problema 3 - perturbazioni indipendenti dal tempo - [10 punti]

Si consideri un atomo di idrogeno perturbato dal potenziale:

_B:,-
Hy=\&

r2

Si calcoli la variazione dell’energia dello stato fondamentale al primo ordine e si discuta della validita della
approssimazione.

Formule utili:

. . . . . 1z . p h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: ¢ = — ([ — +i— conxg=— =14/ —
V2 \zo  po Do mw
1
stato fondamentale dell’atomo di idrogeno: 14(r) = e/

Vra;
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e problema 1 - oscillatore armonico perturbato - [10 punti]

Un elettrone (di massa m e carica ¢ = —e) € confinato a muoversi lungo l’asse x e soggetto ad un potenziale
armonico di frequenza w. Il sistema ¢ perturbato dalla presenza del campo elettrico E = Eyu,, parallelo
alla direzione del moto. Considerando tale campo elettrico una piccola perturbazione, ottenere 1’espressione
per lo stato fondamentale del sistema al primo ordine perturbativo. Usare tale espressione per calcolare il
valor medio della posizione dell’elettrone.

Sotto quale condizione si puo considerare Ey una perturbazione piccola?

e problema 1 - oscillatore armonico perturbato - [bonus]

Risolvere in maniera esatta il problema precedente.

e problema 2 - Spin 1 - [10 punti]
Si consideri una particella di spin S = 1. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H=aS. + %.SA%,

dove a e b sono costanti con le dimensioni di frequenza. Se al tempo ¢t = 0, una misura di S, fornisce il
valore +h, calcolare il valor medio delle tre componenti dello spin al generico tempo t.

e problema 3 - Atomo di Idrogeno - [10 punti]
Al tempo t = 0, lo stato dell’elettrone nell’atomo di idrogeno sia dato, nella base degli autostati dell’Ha-
miltoniano {|n,l,m)}, da

1
9,0 = (2\1,0,0> +12,1,0) + v2]2,1,1) +\/§|2,1,—1>) .

1. Qual & il valor medio dell’energia 7

2. Al tempo t = 0, viene eseguita una misura (supposta praticamente istantanea) dell’operatore ﬁz, terza
componente del momento angolare orbitale. La misura fornisce un valore nullo. Qual & la probabilita
di ottenere tale valore 7

3. Scrivere lo stato del sistema ad un generico tempo t successivo alla misura.

Formule utili:

o . . . . 1 T P h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: a = 7\ a0 +i1— con rg=— =4/ —.
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Considerare una particella di massa m confinata a muoversi lungo 1’asse x e soggetta ad un potenziale armo-
nico di frequenza w. Ottenere un’espressione per gli operatori Z(t) e p(¢) in rappresentazione di Heisenberg.
Se lo stato iniziale del sistema & dato da [¢,0) = % (|11y +|2)), dove |n) & autostato dell’Hamiltoniano

VYn € IN, ottenere i valori medi di &(t) e p(t) su tale stato.

e problema 2 - Spin 1 - [10 punti]
Si consideri una particella di spin S = 1. La sua dinamica sia descritta dall’Hamiltoniano H = e (52— S’S)

Se al tempo ¢ = 0, una misura di S, fornisce il valore +h, calcolare il valor medio delle tre componenti dello
spin al generico tempo t.

e problema 3 - perturbazioni dipendenti dal tempo - [10 punti]

Una particella di massa m ¢ confinata in una buca di potenziale unidimensionale estremamente profonda,
con pareti in x = 0 ed x = L. Al tempo t = 0, essa si trova nello stato fondamentale dell’Hamiltoniano,
1(x). Per tempi t > 0, viene accesa una perturbazione dipendente dal tempo, localizzata nel centro della
buca, della forma V (¢) = VoL e~ §(z — £). Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, calcolare
le probabilita, Py(t) e P3(t), che, al tempo t > ~~!, la particella si trovi nel primo e nel secondo stato
eccitato.

Formule utili:

. . . . . 1 T D h h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: ¢ = — [ — +i— con rg=— =4/ —
V2 \zo  po Do mw
- 2 n
autofunzioni di H per una buca infinita: 1, (z) =1/ 7 sin (WT)
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- oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m vincolata a muoversi in una dimensione spaziale e soggetta ad un
potenziale armonico di frequenza w. Al tempo ¢t = 0, essa si trova nello stato coerente |a), con o € IR.
Ricordando che |a) & autostato dell’operatore di distruzione, tale che a|a) = « |a), trovare il valor medio
della posizione e della quantita di moto della particella al tempo t.

- spin 1/2 - [10 punti]

L’interazione tra due particelle distinguibili di spin 1/2 & descritta tramite I’Hamiltoniana
H =—a (575 +5757) ,
essendo S¥, SY, S7 le componenti z,y,z dello spin della i-esima particella e a una costante.

1. Trovare autovettori e autovalori dell’Hamiltoniana.

2. Se al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |—1, +2), autoket simultaneo di S7, S5 con autovalori
—h/2, h/2, rispettivamente, trovare lo stato del sistema al tempo ¢.

- teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra x = 0 ed x = L. Essa viene perturbata localmente, a meta della buca, tramite I’energia potenziale
V=-Wikz- %) Calcolare la variazione dell’energia degli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata, al
primo ordine perturbativo.

Si ricorda che, per la buca infinita, autostati ed autovalori dell’energia sono dati da

[2 hk?
U (x) = I sin(k,z), e,= 2m” ,  con k, = n%7 n=1,23,...
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]
Si consideri una particella di massa m vincolata a muoversi in una dimensione spaziale e soggetta a un
potenziale armonico di frequenza w. A un certo istante di tempo, essa si trova nello stato

) = e P/ 0)

1. Calcolare i valori medi di posizione e impulso sullo stato |a).
2. Verificare che |a) & uno stato coerente, cioé un autostato dell’operatore di distruzione &, e trovarne
I'autovalore corrispondente.

Suggerimento: utilizzare (i) I'espressione di & in termini di & e p; (ii) [£, f(p)] = ihdfd—(]f).

e problema 2 - spin 1 - [10 punti]
Una particella di spin 1 si trova, al tempo ¢ = 0, nell’autostato dell’operatore di spin S, con autovalore 0.
L’Hamiltoniano del sistema ¢ H = wyS,, con wqy costante.
1. Si determini lo stato al tempo ¢ > 0;

2. si calcolino i valori medi di S’z, S'y e S'Z al tempo ¢ > 0.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m vincolata a un moto unidimensionale tra gli estremi x = 0 ed x = a & soggetta
a una perturbazione della forma V = ep?/(2m), con ¢ < 1. Calcolare al prim’ordine perturbativo lo
spostamento dei livelli energetici del sistema e confrontare il risultato con il calcolo esatto.
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e problema 1 - oscillatore armonico - [10 punti]

Si consideri una particella di massa m vincolata a muoversi in una dimensione spaziale e soggetta ad un
potenziale armonico di frequenza w. Al tempo t = 0, essa si trova nello stato coerente |a), con o =
a1 + iag € C. Ricordando che |a) & autostato dell’operatore di distruzione, tale che a|a) = a |a) e che,
nella base degli autostati dell’energia, si ha |a) = e=lol’/2 Yon % |n), trovare:

1. lo stato del sistema al tempo ¢, |1, t);

2. i valori medi dell’energia e della posizione sullo stato |¢,t).

e problema 2 - spin 1/2 - [10 punti]
Una particella di spin 1/2 si trova, al tempo ¢ = 0, nellautostato dell’operatore di spin S, con autovalore
h/2. L’Hamiltoniano del sistema ¢ H = 2wS,, con wy costante.
1. Si determini lo stato al tempo ¢ > 0;

2. si calcolino i valori medi di S'w, S*y e Sz al tempo ¢t > 0.

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale unidimensionale, estremamente profonda,
estesa tra * = 0 ed z = a. Nella buca di potenziale viene inserita un’impurezza fortemente localizzata,
la cui azione sulla particella ¢ descrivibile tramite ’energia potenziale V- = —Vpd(x — a/2). Calcolare la
variazione dell’energia degli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata, al primo ordine perturbativo. Quale
condizione deve soddisfare Vj affinché la perturbazione possa effettivamente considerarsi piccola ?



Prova Scritta di Meccanica Quantistica 1
19 Giugno 2019

problema 1 - sistema a due livelli - [10 punti]
Si consideri una particella di spin 1/2, di massa m e fattore giromagnetico g, posta in un campo magnetico
statico orientato lungo l’asse z, By = (0,0, By).

1. Scrivere ’'Hamiltoniano Hj che descrive tale situazione e trovarne autostati ed autovalori.

Al tempo t = 0, con il sistema nello stato fondamentale di Hy, viene acceso (su una scala di tempi cortissima)
un ulteriore campo magnetico, perpendicolare al primo, By = (B, 0,0).
2. Scrivere ’espressione del nuovo Hamiltoniano e trovarne autovalori ed autovettori.

3. Scrivere lespressione dello stato del sistema al tempo ¢ generico, e calcolare il valor medio della
componente z dello spin in funzione del tempo.

problema 2 - particelle identiche - [10 punti]
Si considerino due bosoni identici, di spin 0 e massa m, confinati a muoversi in una dimensione spaziale e
all’interno di una buca di potenziale estremamente profonda, di larghezza L.
1. Scrivere l’espressione della funzione d’onda e dell’energia dello stato fondamentale e del primo stato
eccitato del sistema.

2. Se le due particelle fossero fermioni di spin 1/2, le energie dello stato fondamentale e del primo eccitato
ricavate nel punto precedente sarebbero diverse? se si, di quanto?

problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Una particella di massa m si trova in un potenziale armonico unidimensionale di frequenza w.
1. Scrivere ’'Hamiltoniano H( che descrive tale situazione e indicarne autostati ed autovalori.

Essa viene sottoposta alla perturbazione V = Az?, dove A & una costante con le dimensioni opportune,
mentre x ¢ I'operatore posizione della particella. Usando la teoria delle perturbazioni,

2. valutare le prime due correzioni all’energia dello stato fondamentale;

3. ottenere la forma dello stato fondamentale al primo ordine perturbativo.
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Si consideri una particella di massa m, vincolata a muoversi in una dimensione sotto ’azione di un potenziale
armonico di frequenza w. Se, al tempo ¢ = 0, la particella si trova nello stato

wit) == () +v212))

trovare il valor medio dell’energia, della posizione e della quantita di moto, come funzioni del tempo.

La dinamica di un rotatore piano, con momento di inerzia I e momento di dipolo elettrico d & descritta
dall’Hamiltoniano H = Hy + V/, con

12 .
HOZQ—;, V=—dFE cosy,

dove V descrive D'azione di un campo elettrico orientato lungo ’asse x e ¢ ¢ 'angolo azimutale, tale che
L,= —ihai. Usando la teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo, dopo aver scritto le autofunzioni
e gli autovalori di Hy, valutare la prima e la seconda correzione all’energia dello stato fondamentale, dovute
alla presenza di V.

Quanto valgono le probabilita Pags(ap) e Pas(2ap) di trovare un elettrone nello stato |2s) dell’atomo di
idrogeno entro una distanza pari, rispettivamente, ad uno e due raggi di Bohr dal nucleo ?

Si ricorda che la parte radiale della funzione d’onda dello stato |2s) ¢ data da

1 \3/2 P\
Roo(r) = (2%) <2 - ab) e T
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e problema 1 - sistema a due livelli - [12 punti]

Si consideri un sistema fisico avente due configurazioni, descritte dei ket |1) e |2), nelle quali la componente
verticale del momento di dipolo elettrico ha i valori ben definiti +dj, rispettivamente. L’operatore D, e,
dunque, D, = do(|1) (1| — |2) (2|). L’Hamiltoniano imperturbato del sistema, espresso tramite questi stati,
si scrive

Hy = eo(|1) (1] + [2) (2]) — A1) 2] +12) (1]).
1. Trovarne autostati ed autovalori.

Il sistema ¢ perturbato dalla presenza di un campo elettrico E = Eyu,; pertanto 'Hamiltoniano totale
diventa H = H() + Hl, dove H1 = 7E0Dz.

2. Trovare gli autovalori dell’energia come funzioni del campo elettrico Ey e valutare il valor medio
dell’operatore D, sullo stato fondamentale del sistema.

3. Assumendo il campo elettrico ‘piccolo’ (e dopo aver specificato ‘piccolo rispetto a cosa’), sviluppare
quest’ultimo valor medio in serie, in modo da ottenere la suscettivita lineare x, tale che (D,) ~ xEy.

e problema 2 - particelle identiche - [10 punti]
Si considerino due fermioni identici, di spin 1/2 e massa m, confinati a muoversi in una dimensione spaziale
e sottoposti ad un potenziale armonico di frequenza w.
1. Scrivere espressione dello stato fondamentale del sistema (inclusa la parte di spin) e specificarne
Ienergia.

2. Se le due particelle sono costrette a mantenere lo spin orientato lungo z, cioe se gli spin sono forzati a
trovarsi nello stato |+1,+2), qual & lo stato con energia pit bassa possibile 7

e problema 3 - teoria delle perturbazioni - [10 punti]

Un atomo di idrogeno, inizialmente nello stato fondamentale, |n = 1,1 = 0,m = 0), viene sottoposto per
t > 0 alla perturbazione V(t) = e2Epet, descrivente ’effetto di un campo elettrico variabile nel tempo,
E(t) = Eye“* 4. Utilizzando la teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo al primo ordine, calcolare
la probabilita che I’atomo si trovi nello stato |n = 2,1 = 1,m = 0) per tempi t > o~ L.

Formule utili:

elemento di matrice dell’atomo di idrogeno (2,1,0|211,0,0) = cap ,dove ap & il raggio di Bohr, mentre ¢ ~ 0.745
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e problema 1 - oscillatore armonico bidimensionale - [12 punti]

Considerare una particella di massa m confinata a muoversi nel piano z-y e soggetta ad un potenziale
armonico bidimensionale di frequenza w, la cui dinamica ¢ descritta dall’Hamiltoniano
2 2
H= %—&-%#—%mw%af—i—f).
1. Introducendo operatori di creazione e distruzione per ’asse x e, separatamente, per ’asse y, esprimere
H in termini dell’operatore numero di eccitazioni n = ala, + agay;
2. mostrare che stati della forma |n,,n,), ottenuti dallo stato di vuoto |0,0) applicando n, volte I'ope-
ratore a. ed n, volte I'operatore a}}, con ng,n, € IN, sono autostati di H ;
3. esprimere tramite gli operatori di creazione e distruzione l'operatore L, = xp, — yp, e mostrare che
esso € una costante del moto.

4. mostrare che lo stato |0,0) & autostato di L, oltre che di H;
5. costruire le combinazioni lineari dei ket |0,1) e |1,0) che sono anche autostati di L,.

e problema 2 - bosoni in una buca infinita - [10 punti]

Si considerino due bosoni identici, di spin 0 e massa m, intrappolati in una buca di potenziale infinitamente
profonda e di larghezza L. Scrivere 'espressione della funzione d’onda e dell’energia per i due autostati
dell’energia aventi 'autovalore piu piccolo possibile. Se le due particelle hanno un’interazione descritta da
Hine = —Vod(x1 — x2) (dove z; & Poperatore posizione per la particella i—esima), valutare la correzione al
primo ordine perturbativo in V{ alle energie di tali autostati.

e problema 3 - spin 1/2 - [10 punti]
L’interazione tra due particelle distinguibili di spin 1/2, aventi operatori di spin S ed S, rispettivamente,
¢ descritta dall’Hamiltoniano
H=A(S;-S2—-35753).
Sapendo che all’istante ¢ = 0, lo stato del sistema & rappresentato dal ket |+1,—2), dove |+;) sono gli

autostati dell’operatore S7?, valutare il valor medio delle componenti z dello spin delle due particelle in
funzione del tempo, (S7(t)) e (S5(t)).

Formule utili:

. . . . . 1 T D h
operatore di distruzione per un oscillatore armonico: ¢ = — +i— con rg=— =4/ —

V2 \ Zo Po Po mw

\/g sin (%) .

autofunzioni di H per una buca infinita: 1, ()



Meccanica quantistica 1
20 Novembre 2018

Esercizio 1
In una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza a si consideri lo stato descritto al tempo ¢t = 0 dalla

funzione d’onda

3
Y(x)=A4A 2.cos = sin — + sin
a a a

Dopo aver trovato la costante di normalizzazione A si determinino i valori medi della posizione e dell’impulso.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con ’Hamiltoniana
H=—a(S7S5 +SYSY +25753) ,

essendo S¥, SY, S? le componenti x,y,z dello spin della i-esima particella e a una costante. Trovare autovettori e autovalori
dell’Hamiltoniana.

Se al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |—)|+), autoket simultaneo di S%, S5 agli autovalori —h/2, /2, trovare
lo stato del sistema al tempo t¢.

[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto alla perturbazione
V =ehw (aa' +a'a) |

essendo € < 1. Si determinino gli spostamenti al prim’ordine in € di tutti i livelli imperturbati e lo spostamento al
second’ordine in € del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

m(:c):\/fsm””, o= /(m) @)@+ ip/(mw)) . Jeljom) = h/GFm)G Em+ D] jom = 1)

a
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Esercizio 1

In una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza a si consideri lo stato descritto al tempo ¢t = 0 dalla

funzione d’onda
T

P(x) = Acos ™ ™2
a

a

Dopo aver trovato la costante di normalizzazione A si determini il valore della dispersione della posizione 02 = (12) — (z)?
al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con 'Hamiltoniana
H = —a (5785 + SUSY — Si5) ,

essendo S7, S, S7 le componenti z,y,z dello spin della i-esima particella e a una costante. Trovare autovettori e autovalori

dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |—)|+), autoket simultaneo di S%, S5 agli autovalori —h/2, h/2, trovare
lo stato del sistema al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3

Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto alla perturbazione

~2
V=c¢ (mw2£2 — p) ,
m

essendo € < 1. Si determinino gli spostamenti al prim’ordine in € di tutti i livelli imperturbati e lo spostamento al
second’ordine in € del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

wn<w>—\/fsm"”, o = /) [@R) (& +ip/(mw)),  Jaljym) = h/GFm)G £m+ 1] jm +1)
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Esercizio 1

In una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza a si consideri lo stato descritto al tempo ¢t = 0 dalla
funzione d’onda
P(x)=A [cos ™ sn ™ 4 25in E} .
a a a
Dopo aver trovato la costante di normalizzazione A si determini il valor medio della posizione al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle di spin 1/2 sono descritte dall’hamiltoniana
= ASD + 502,

con A costante reale e S‘i‘) componente x dello spin della i-esima particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.

[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto alla perturbazione
V = eap?,

essendo a una costante dimensionata reale ed € < 1. Si determinino gli spostamenti al prim’ordine in € di tutti i livelli
imperturbati e lo spostamento al second’ordine in € del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

) =y 2 "= ORI  ip)me), Tali,m) =/ GEmGEm T D m
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Esercizio 1

In una buca di potenziale infinita estesa da * = 0 a z = a si consideri la funzione d’onda
. 27z . X
Y(x) =A|sin — +sin— | .
a a

Trovare il valore di A e il valor medio della posizione e dell’impulso.

[10 punti]
Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 siano descritte dall’Hamiltoniana
H = —a(8 +28,) - (51 — 5s),
essendo rispettivamente S 1o spin della prima particella e S, 1o spin della seconda particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato
)1=),
autoket di S7 all’autovalore hi/2 e di S5 all’autovalore —f/2, trovare lo stato al tempo t¢.
[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico di pulsazione w e massa m e sottoposto alla perturbazione
V =ieA(aa —a'al),

essendo A una costante finita reale e € < 1. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia
di tutti i livelli. Trovare la correzione al second’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

wncc)—\/zsmm, i = \/(m) @A) @+ ip/(mw)),  Jelj, m) = /G Fm)GEm+ Dlj, m+1)

a
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Esercizio 1

In una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza a si consideri lo stato descritto al tempo ¢t = 0 dalla

funzione d’onda

1 T | TX . T
P(x) = A |- cos — sin — — sin —
2 a a a

Dopo aver trovato la costante di normalizzazione A si determini il valor medio della posizione al tempo t.

[10 punti]
Esercizio 2
Due particelle di spin 1/2 sono descritte dall’hamiltoniana
H= A8 — 5272,
con A costante reale e é{,“ componente y dello spin della i-esima particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.
[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto alla perturbazione
V =ea(ip+ pz),

essendo a una costante dimensionata reale ed € < 1. Si determinino gli spostamenti al prim’ordine in € di tutti i livelli
imperturbati e lo spostamento al second’ordine in € del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

Yn(x) = \/gsin, a = /(mw)/(2h) (& + ip/(mw)), Jelj, m)=hm/GTFm)GEtm+1)j, m+1)
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Esercizio 1

Si consideri una particella di massa m in una buca di potenziale infinita larga a. Si supponga che al tempo ¢ = 0 la
particella si trovi nello stato descritto dalla funzione d’onda

4 . 2mx
¢($)={ \/;sm%, per O<z <3

0, per g<zr<a.

Si trovi la funzione d’onda al tempo t. Facoltativamente, si trovi il valor medio della posizione al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con 'Hamiltoniana
H:—a(SfSQ_JrSl_SQL) ,

dove SZ.i = Sj' +4SY, essendo S¥, SY, S7 le componenti z,y,z dello spin della i-esima particella e a una costante. Trovare
autovettori e autovalori dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |—)|+), autoket simultaneo di S§, S5 agli autovalori —#/2, ii/2, trovare

lo stato del sistema al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 3

Si supponga che una particella di spin 1/2 si trovi per tempi ¢ < 0 nello stato |+), autoket di S* all’autovalore fi/2.

L’hamiltoniana che descrive la particella sia
H=a5 +ey0(t)S°,

essendo «, v costanti, 8(¢) la funzione di Heaviside e ¢ < 1 un parametro adimensionale. Si trovi la probabilita al
prim’ordine in € che per ¢ > 0 la particella si trovi nello stato |—), autoket di S* all’autovalore —£/2. Si trovi, sempre la
prim’ordine in € lo stato della particella a tempi ¢ > 0. Si dica infine quali devono essere le dimensioni di « e 7.

[10 punti]

Formule utili:
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Esercizio 1

Si consideri I’hamiltoniana )
D 2.2
H=—+ -—mwz”— \x.
2m 2

1) Si scrivano e si risolvano le equazioni di Heisenberg.
2) Si supponga che al tempo ¢ = 0 il sistema sia descritto dalla funzione d’onda:

vla) = () e

Si trovino i valori medi di posizione e impulso al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con 'Hamiltoniana
H=—a(S755 +5Y5Y) — bS753

con S¥, SY, S7 le componenti z,y,z dello spin della i-esima particella e a,b costanti. Trovare autovettori e autovalori
dell’Hamiltoniana.

Se al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello stato |—)|+), autoket simultaneo di S7, S5 agli autovalori —£4/2, h/2, trovare
lo stato del sistema al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 3

Si supponga che un atomo di idrogeno nel suo stato fondamentale per ¢ < 0, sia sottoposto dal tempo ¢ = 0 al tempo
t =T ad una perturbazione della forma:

21
V() = Teeor o per 0<r<d
0, per r>d,
essendo d una costante tale che d/a < 1, con a il raggio di Bohr. Usando la teoria delle perturbazioni dipendenti dal
tempo, trovare la probabilita che per tempi maggiori di T' I’atomo si trovi:

1) nello stato |200)

2) in uno degli stati |21 m) a scelta
[10 punti]

Formule utili:

1 s - - .
1/’100(7"797(25): 36 oy Jﬂ:‘]am>:h\/(]:’:m)(]im+1)|jamil>
m™a
1 r 1 r -
Rog = 1——)e 2a Roy = — —¢ 2a
0= g (17 00) TF B = e
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Esercizio 1

In una buca di potenziale infinita unidimensionale estesa da x = 0 a © = a si consideri la funzione d’onda

Y(x)=A (sin 27% — sin 7rx> .

a

Trovare il valore di A e il valor medio della posizione e dell’impulso.

[10 punti]
Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 siano descritte dall’Hamiltoniana
H=—a(S +25,)-8,,
essendo rispettivamente S 1o spin della prima particella e S, 1o spin della seconda particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato
=),
autoket di S§ all’autovalore 1i/2 e di S5 all’autovalore —f/2, trovare lo stato al tempo t.
[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico unidimensionale di pulsazione w e massa m e sottoposto alla perturbazione
V = eA(aaa + a'a'al),

essendo A una costante finita e € < 1. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia di
tutti i livelli. Trovare la correzione al second’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

m(:c)—\/zsmm, i = /(m) @A) @+ ip/(mw)),  Jelj, m) = /G Fm)GEm+ Dlj, m+1)

a



Meccanica quantistica 1
11 Settembre 2017

Esercizio 1

Si consideri la funzione d’onda

imx inx T
Y(x)=Ale« +Be e |cos—.
a
Dimostrare che solo per B = —1 tale funzione puo descrivere una particella in una buca di potenziale infinita estesa da

r=0ax=a.

Scelto tale valore di B, si calcoli la costante di normalizzazione A. Si faccia infine evolvere la funzione d’onda al tempo

t e si trovi il valor medio della posizione.

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 siano descritte dall’Hamiltoniana

H=~(52+S52),

[10 punti]

essendo S, = S1+ 52, S, = S; + 5’5 rispettivamente le componenti x e y dello spin totale §=351+ 52, somma dello spin

St della prima particella e dello spin 52 della seconda particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato

=)

autoket di S} all’autovalore //2 e di S? all’autovalore —h/2, trovare lo stato al tempo t.

Esercizio 3

Un oscillatore armonico di pulsazione w e massa m & sottoposto alla perturbazione

V=ecAlp—2)p+2)+B+a)p—1)],

[10 punti]

essendo A una costante finita e € < 1. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia di
tutti i livelli. Trovare la correzione al second’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia del livello fondamentale.

Formule utili:

[10 punti]

wm)\/zsm””, a=/(mw)/(2h)(& + ip/(mw)),  Jxlj, m) = m/(GFm)(G£m+1)]j, m+1)



Meccanica quantistica 1
10 Luglio 2017

Esercizio 1

Si consideri la funzione d’onda

Y(x) = e (Asinlx + Bcos Lx) .
a a

Trovare il valore di B per il quale tale funzione puo descrivere una particella in una buca di potenziale infinita estesa da
r=0azx=a.

Scelto tale valore di B, si calcoli la costante di normalizzazione A. Si trovi il valor medio della posizione e dell’impulso.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 siano descritte dall’Hamiltoniana
H = —a(8) — 82)° — B(5] - 55)°,

essendo 57, S5 le componenti z rispettivamente dello spin S, della prima particella e dello spin S, della seconda particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato

=)

autoket di S} all’autovalore /2 e di S5 all’autovalore —%/2, trovare lo stato al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico di pulsazione w e massa m € sottoposto alla perturbazione
V =eA(aaa’at +atataa),

essendo A una costante finita e € < 1. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia di
tutti i livelli. Trovare la correzione al second’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

wn<x>:\/fsm, i = /(m) @A) (@ + ip/(mw)) . Jelj, m) = h/GFm)GEm+Dlj, m+1)



Meccanica quantistica 1
19 Giugno 2017

Esercizio 1

Si consideri la funzione d’onda

iTw iTx T
Y(x)=A e T 4+ Bem 5| cos — .
a
Dimostrare che solo per B = —1 tale funzione puo descrivere una particella in una buca di potenziale infinita estesa da

r=0ax=a.

Scelto tale valore di B, si calcoli la costante di normalizzazione A. Si faccia infine evolvere la funzione d’onda al tempo

t e si trovi il valor medio della posizione.

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 siano descritte dall’Hamiltoniana

H =7v(S; +1Sy)(Sz —iSy),

[10 punti]

essendo S, = SL+ 52, S, = S; + S; rispettivamente le componenti x e y dello spin totale §=351+ 52, somma dello spin

St della prima particella e dello spin 52 della seconda particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.
Se al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato

=)

autoket di S} all’autovalore hi/2 e di S? all’autovalore —h/2, trovare lo stato al tempo t.

Esercizio 3

Un oscillatore armonico di pulsazione w e massa m ¢ sottoposto alla perturbazione

V = €(Ap* + Bi?),

[10 punti]

essendo A, B delle costanti finite e € < 1. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia
di tutti i livelli. Trovare la correzione al second’ordine (in teoria delle perturbazioni) dell’energia del livello fondamentale.

Formule utili:

[10 punti]

Un(z) = \/gsinma a=/(mw)/(2h)(& +ip/(mw)),  Jxlj, m) =h/(GFm)(G£m+1)]j, m*1)

a



Meccanica quantistica 1
4 Aprile 2017

Esercizio 1

In una buca di potenziale unidimensionale infinita di larghezza a si consideri lo stato descritto al tempo ¢t = 0 dalla

funzione d’onda . . .
P(x)=A [COS — sin — 4+ sin —
a a a

Dopo aver trovato la costante di normalizzazione A si determini il valor medio della posizione al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle di spin 1/2 sono descritte dall’hamiltoniana
= AS — 522,

con A costante reale e S‘i‘) componente x dello spin della i-esima particella.
Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.

[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto alla perturbazione
V = eaip,

essendo a una costante dimensionata reale ed € < 1. Si determinino gli spostamenti al prim’ordine in € di tutti i livelli
imperturbati e lo spostamento al second’ordine in € del livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

) =y 2 "= ORI i), Tl m) =/ GEmGEm T D m



Meccanica quantistica 1
21 Febbraio 2017

Esercizio 1

Sia dato lo stato descritto dalla funzione d’onda:

essendo a > 0 e k delle costanti.
1) Trovare la costante di normalizzazione A.
2) Dimostrare che il principio di indeterminazione ¢ soddisfatto.
La funzione d’onda evolva con I’Hamiltoniana libera

3) Trovare il valor medio di p al tempo t.
4) Trovare il valor medio di z al tempo t¢.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con I’Hamiltoniana
H = —aS; - (S +55) — bh(S7 — 5%)

con §1, §2 gli operatori di spin delle due particelle e con S7, S5 le loro componenti z. Trovare autovettori e autovalori
dell’Hamiltoniana.
Se al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello stato |—)|—), trovare lo stato del sistema al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 3

Si supponga che un atomo di idrogeno nel suo stato fondamentale sia sottoposto ad una perturbazione della forma:

e 1
Vir)={ Treor per 0<r<d
0, per r>d,

essendo d una costante tale che d/a < 1, con a il raggio di Bohr. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle
perturbazioni) dell’energia dello stato fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

Dro0(r,6,0) = e % Jiljm) = /G FMG Lmt 1) dm+ 1)

oo 1 ™ oo 1 ™ oo 1 3 oo 1 5m
do——75 =", dg— = dp—— =" d -
oo X2 +4a a e (22 +a2%)? 2a3 e (22 +a?)3  8ab (2 +a?)* 1647

— 00




Meccanica quantistica 1
30 Gennaio 2017

Esercizio 1
Sia dato lo stato descritto dalla funzione d’onda:
P
(r) = Ae” ke

essendo a e k delle costanti.
1) Trovare la costante di normalizzazione A.
2) Dimostrare che il principio di indeterminazione ¢ soddisfatto al minimo.

La funzione d’onda evolva con I’Hamiltoniana

2
H=Y__pg.

2m
con F' una costante.
3) Trovare la dispersione di p al tempo ¢.
4) Trovare la dispersione di z al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2

Un elettrone all’istante ¢ = 0 si trova nello stato
1

S0+ 1),

essendo |1,1) autoket simultaneo del quadrato del momento angolare orbitale e della sua componente z, con autovalori
rispettivamente 2h2 e h, e |+) autoket della componente z dello spin con autovalore 4-h/2.
L’elettrone sia sottoposto all’hamiltoniana

H=—a(L+8)?+BhL.+S.),

essendo «, B costanti dimensionate e indicando L il momento angolare orbitale e S lo spin dell’elettrone (L, e S, sono le
loro componenti z). Quali sono le dimensioni delle costanti o e 87 Trovare poi lo stato dell’elettrone al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3

Si supponga che un atomo di idrogeno nel suo stato fondamentale sia sottoposto ad una perturbazione

2
V(r):{476780(1_3i)7 per O<r<d

0, per r>d,

essendo d una costante tale che d/a < 1, con a il raggio di Bohr. Trovare la correzione al prim’ordine (in teoria delle
perturbazioni) dell’energia dello stato fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

¢100(T797¢): 6_5’ ji‘]7m>:h\/(]:Fm)(Jim"'l)ljvmiD

1
Va3



Meccanica quantistica 1
2 Novembre 2016

Esercizio 1

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale trovare lo stato |¢) tale che:
1) una misura dell’energia fornisca i valori fuw/2 e 3hw/2, entrambi con probabiita 1/2;
2) il valor medio dell’impulso sia nullo.

Dimostrare infine che su tale stato il principio di indeterminazione & soddisfatto.

[10 punti]
Esercizio 2
Un elettrone all’istante t = 0 si trova nello stato
1 =1+,

essendo |1 — 1) autoket simultaneo del quadrato del momento angolare orbitale e della sua componente z, con autovalori
rispettivamente 2h% e —A, e |+) autoket della componente z dello spin con autovalore h/2.
L’elettone sia sottoposto all’hamiltoniana
H=—a(L+S)?,

essendo o una costante dimensionata e indicando L il momento angolare orbitale e S 1o spin dell’elettrone. Trovare lo
stato dell’elettrone al tempo t.

[10 punti]
Esercizio 3

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale infinita unidimensionale estesa da * = 0 a = = a. 1l
sistema viene perturbato da un potenziale del tipo

V = ef2?,

con 3 una costante dimensionata e € < 1. Quali sono le dimensioni di 57
Trovare le correzioni a tutti i livelli energetici al prim’ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

wn<x>—\/§sm, i = )@@+ ip/(mw)) . Jelj,m) =h/GFMGEm+Dj, m=1)  (0.1)



Meccanica quantistica 1
15 Settembre 2016

Esercizio 1

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale trovare lo stato |¢) tale che:
1) una misura dell’energia fornisca i valori iw/2 e 3hw/2, entrambi con probabilita 1/2;
2) il valor medio della posizione sia nullo.

Dimostrare infine che su tale stato il principio di indeterminazione & soddisfatto.

[10 punti]
Esercizio 2

Un elettrone all’istante ¢ = 0 si trova nello stato

1 DH=),

essendo |1 1) autoket simultaneo del quadrato del momento angolare orbitale e della sua componente z, con autovalori
rispettivamente 2h% e h, e |—) autoket della componente z dello spin con autovalore —h/2.
L’elettone sia sottoposto all’hamiltoniana
H=—a(L+5)?,

essendo o una costante dimensionata e indicando L il momento angolare orbitale e S 1o spin dell’elettrone. Trovare lo
stato dell’elettrone al tempo t.

[10 punti]
Esercizio 3

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale infinita unidimensionale estesa da * = 0 a = = a. 1l
sistema viene perturbato da un potenziale del tipo

V =efz,

con 3 una costante dimensionata e € < 1. Quali sono le dimensioni di 57
Trovare le correzioni a tutti i livelli energetici al prim’ordine in e.
Scrivere ’espressione per la correzione al livello fondamentale al second’ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

Yn(z) = \/zsinm, = \/mw/(20)(& +ip/(mw)),  Jx|j,m) = m/(GFm)(j £m+1)[j,m+1)



Meccanica quantistica 1
7 Luglio 2016

Esercizio 1

In una buca di potenziale unidimensionale infinita si consideri lo stato descritto al tempo ¢ = 0 dalla funzione d’onda

mr . TX . 3TmT
Y(x) = A |cos — sin — + sin —
a a a
Dopo aver trovato la costante di normalizzazione A si determini il valor medio della posizione al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2
Due particelle di spin 1 sono sottoposte all’Hamiltoniana
2
H=—a [Lg)Lg?)} ,

)

t = 0 le due particelle si trovano nello stato |1)o tale che

essendo Lgl , L(z2) le componenti z del momento angolare rispettivamente della prima e della seconda particella. Al tempo

LMWy =0, L) =)o,

essendo Lg) la componente = del momento angolare della prima particella. Si scriva lo stato del sistema al tempo t nella

base degli autoket simultanei di Lgl) e Lg). Si determini infine il valor medio di Lg}) al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3
Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto alla perturbazione
V =e(ap + p?),

essendo p l'operatore impulso, a e § due costanti dimensionate reali ed ¢ < 1. Trovate le dimensioni di o e 3, si
determinino gli spostamenti al prim’ordine in € di tutti i livelli imperturbati e lo spostamento al second’ordine in € del
livello fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

nmwxr

wnm\/fsm, o= ] CR)(& + i) (mw)),  Jaljym) = i/ F m)G £ m+ 1] jym 1)

a




Meccanica Quantistica 1
16 giugno 2016

Esercizio 1

Dato un oscillatore armonico unidimensionale si consideri lo stato
|)) = sin a|0) 4 cos e’ |1),

essendo «, [ costanti reali arbitrarie. Si determinino come funzioni di a e di i valori medi di posizione
e impulso sullo stato |1)).
Si trovino i valori medi di posizione e impulso al tempo ¢ usando lo schema di Schrédinger.

[11 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che ’hamiltoniana che descrive la
loro interazione sia
H =aS, - S5 +bS¥SE,
essendo a, b costanti reali e Sy = (57,57, 57), S, = (5%, 5Y, 53) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Si trovino autovalori e autovettori di H.
Se al tempo ¢ = 0 il sistema si trova nell’autoket simultaneo di S all’autovalore 7i/2 e di S35
all’autovalore 7/2, trovare lo stato del sistema al tempo ¢.

[11 punti]

Esercizio 3

Una buca di potenziale infinita in una dimensione di larghezza a (quindi 0 < = < a) sia perturbata
da un potenziale della forma V = eV per 0 < x < a/2 e V =0 per a/2 < x < a, con V; una costante
delle dimensioni dell’energia e € < 1.

Determinare la correzione al prim’ordine in teoria perturbativa di tutti i livelli imperturbati.

[8 punti]

Formule utili:

wn<x>\/§sm””, i = /] @) (e +ip/(mw)) . Jeljm) = h/GFm)G £ m+ 1) j,m+1)

a



Meccanica quantistica 1
25 Febbraio 2016

Esercizio 1
Dato un oscillatore armonico unidimensionale si consideri lo stato
) = Az|0),

con A costante di normalizzazione. Trovare il valore di A. Dimostrare poi che la relazione di indeterminazione & soddis-
fatta. Trovare infine 'evoluto temporale dello stato |¢) al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 2

Due particelle identiche di spin 1/2 siano sottoposte all’hamiltoniana

g_ P P31 oo g . d
H:%—&—%—i—?nw (&7 4+ &35) + AS1 - S2,

essendo Z;, P, S, (i = 1,2) la coordinata, 'impulso e lo spin della i-esima particella. Trovare autovalori e autovettori
dell’hamiltoniana H.

[10 punti]

Esercizio 3

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale infinita bidimensionale di lato a (0 <z <a, 0 <y < a).
Scrivere autovalori e autofunzioni dell’hamiltoniana. Il sistema viene poi perturbato dal potenziale

V=ai(e-g)o(-3)

con 8 una costante dimensionata e € < 1. Trovare le correzioni a tutti i livelli energetici al prim’ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

wn<x>=\/fsin””, o= /] ) (@ + i) (mw)), el jm) = b/ F m)G £ m+ 1] jym 1)



Meccanica quantistica 1
11 Febbraio 2016

Esercizio 1
Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico bidimensionale

2 2
pr Py 1 oo, o
H=—"+_—=+4-
2m+2m+2mw (@ +y7),
trovare lo stato |¢) tale che:
1) se si misura l’energia si ottiene sempre il valore 2w

2) valgano le seguenti uguaglianze
(Wlz|y) = (Wly*[¥) = 4Wlayly) .

Dimostrare che il principio di indeterminazione & soddisfatto.

Esercizio 2

Un elettrone all’istante ¢ = 0 si trova nello stato

1,0+,

[10 punti]

essendo |1,0) autoket simultaneo del quadrato del momento angolare orbitale e della sua componente z, con autovalori

rispettivamente 2A2 e 0, e |[+) autoket della componente z dello spin con autovalore 7/2.

L’elettone sia sottoposto all’hamiltoniana
H=—a(L+5)?,

essendo « una costante dimensionata e indicando L il momento angolare orbitale e Slo spin dell’elettrone. Quali sono le

dimensioni della costante a? Trovare poi lo stato dell’elettrone al tempo t.

Esercizio 3

[10 punti]

Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale infinita unidimensionale estesa da x = 0 a z = a. 1l

sistema viene perturbato da un potenziale del tipo
a
V =¢B6 (33 — 7) ,
b 4

con [ una costante dimensionata e € < 1. Quali sono le dimensioni di 37
Trovare le correzioni a tutti i livelli energetici al prim’ordine in e.

Scrivere ’espressione per la correzione al livello fondamentale al second’ordine in e.

Formule utili:

[10 punti]

wn<x>\/§sm’”‘”, o= /] @) (& + i) (mw)),  Jaljym) = b/ F m)G £ m T )] jym 1)

a



Meccanica Quantistica
8 Settembre 2015

Esercizio 1

Al tempo t = 0 sia data la funzione d’onda:

Y(x) = Ae” 7
Si trovi la costante di normalizzazione A.
Il sistema evolva con I'hamiltoniana
2
= — —azx,
2m

essendo « una costante reale. Si scrivano e si risolvano le equazioni di Heisenberg per posizione e
impulso. Si usi questo risultato per trovare i valori medi di posizione e impulso al tempo .

[10 punti]

Esercizio 2

Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con I’Hamiltoniana
H = a(S) - S2) +b(S55)°

essendo §; = (S7,SY,8%), S, = (S%,5Y,5%) gli operatori relativi alle componenti ,y, z dello spin
rispettivamente della prima e della seconda particella ed essendo a, b costanti reali.
a) Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.

b) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket di S} e S5 agli autovalori

%, trovare lo stato del sistema

al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3

Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w. Il sistema sia
perturbato da un potenziale della forma

V(z) = wela® + (a")?],

essendo € < 1. Si determini:
a) Lo spostamento al primo ordine in ¢ del livello energetico n-esimo.
b) Lo spostamento al secondo ordine in e del livello energetico n-esimo.

[10 punti]

Formule utili:

a=/mw/(2h) (& +ip/(mw)), , Jiljm)=hm/(GFm)(GEm+1)|j,m+1)



Meccanica Quantistica 1
21 Luglio 2015

Esercizio 1

Dato un oscillatore armonico unidimensionale, si consideri lo stato

LT

o) = e = |0)

con ¢ costante reale.
a) Si calcolino i valori medi:

(ol ®|o),  (bolBlvo), (WolE*[vo),  (olp?|vo) -

b) Si verifichi che il principio di indeterminazione ¢ soddisfatto.

[10 punti]

Esercizio 2

Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con 'Hamiltoniana
H = a(S7SY + S57S3),

essendo SY, SY, S7, S5 gli operatori relativi alle componenti y e z dello spin della prima e della seconda
particella ed essendo a una costante positiva.

a) Trovare autoket e autovalori del’Hamiltoniana.

b) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket di S7 e S5 agli autovalori %, trovare lo stato del sistema
al tempo t.

[9 punti]

Esercizio 3

0 ¢
H =
=(5 )
con ¢ reale. Si consideri la perturbazione

1 0
VAe(O 1)

con A costante e ¢ < 1. Usando la teoria delle perturbazioni, si trovino le correzioni ai livelli energetici

al primo e al second’ordine in €. Si confronti il risultato cosi trovato con la diagonalizzazione esatta di
Hy+V.

Sia data ’hamiltoniana imperturbata

[11 punti]

Formule utili:

a=/mw/(2h) (& +ip/(mw)), Jr|jm>=h/GFm)GEm+1)[jmE1>




Meccanica Quantistica 1
16 Giugno 2015

Esercizio 1

Dato un oscillatore armonico unidimensionale, si consideri lo stato

o) = 7 |0),

dove ¢ ¢ una costante reale.
a) Si calcolino i valori medi:

(ol ®|bo),  (bolBlvo), (WolE*[vo), (olp?|vo) -

b) Si verifichi che il principio di indeterminazione ¢ soddisfatto.

[10 punti]

Esercizio 2

Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con 'Hamiltoniana
H = a(S55% + SYSY),

essendo ST, S%, SY, SY gli operatori relativi alle componenti z e y dello spin della prima e della seconda
particella ed essendo a una costante positiva.
a) Trovare autoket e autovalori del’Hamiltoniana.

b) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket di S7 e S5 agli autovalori %, trovare lo stato del sistema
al tempo t.

[9 punti]

Esercizio 3

Sia data ’hamiltoniana imperturbata

0 i
HO(—M o)

dove § & una costante reale. Si consideri la perturbazione

1 0
VAe(O 1)

con A costante reale e ¢ < 1. Usando la teoria delle perturbazioni, si trovino le correzioni ai livelli

energetici al primo e al second’ordine in €. Si confronti il risultato cosi trovato con la diagonalizzazione
esatta di Ho + V.

[11 punti]

Formule utili:

@ = /mw/(2h) (& +ip/(mw)), Jr|jm>=h/(GFm)(GEm+1)[jmE1>




Meccanica Quantistica 1
13 Aprile 2015

Esercizio 1

Dato un oscillatore armonico unidimensionale, si consideri lo stato al tempo ¢ = 0:

1

(10) +1i[2)) -
Si trovino i valori medi di &, p, 22, p°.
Si scriva lo stato al tempo ¢ e si trovino i valori medi di &, p, 22, 2 al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che ’hamiltoniana che le descrive
abbia la forma
H = —a(S +29)? +bS; S35,

essendo a, b costanti reali e §; = (57, SY.S7), Sy = (S%,5Y,53) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Determinare autovalori e autoket dell’hamiltoniana.

Si supponga poi che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato autoket simultaneo di S7 all’autovalore
h/2 e di S5 all’autovalore —%/2. Si trovi 'evoluto di tale stato al tempo .

[10 punti]
Esercizio 3

Si consideri una buca di potenziale infinita estesa da 0 ad a.
Si consideri la perturbazione

. X
V =eFsin —,
a

essendo € < 1 e E una costante delle dimensioni di un’energia. Si trovino le correzioni a tutti i livelli
energetici al prim’ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

Yn(x) = \/gsin nry o a=/mw/(2h)(@+ip/(mw)), Ji|jm >=h/(GTFm)(GEm~+1)|j,mtl >



Meccanica Quantistica 1
18 Febbraio 2015

Esercizio 1
Si consideri lo stato descritto dalla funzione d’onda in rappresentazione delle coodinate definita da

Y(z)=A per —%<x<%, Y(x) =0 altrove,

essendo a una costante. Si trovino la costante di normalizzazione A e i valori medi di z e 2.

Si scriva la funzione d’onda in rappresentazione degli impulsi.

Si supponga che lo stato evolva nel tempo con 'hamiltoniana libera H = %. Si scriva la funzione
d’onda in rappresentazione degli impulsi al tempo ¢ e la si usi per trovare il valor medio della posizione

al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che ’hamiltoniana che le descrive
abbia la forma
H = —a(S1 — ) +b(S] — 55)?,

essendo a, b costanti reali e §; = (57, SY.S%), Sy = (S%,5Y,53) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Determinare autovalori e autoket dell’hamiltoniana.

Si supponga poi che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato autoket simultaneo di ST all’autovalore
h/2 e di S5 all’autovalore hi/2. Si trovi I'evoluto di tale stato al tempo ¢.

[10 punti]
Esercizio 3

Si consideri una particella di spin 1/2. Date le tre matrici di Pauli o,,0y,0., si supponga che la
sua hamiltoniana sia
Hy = Ee®*

con F una costante delle dimensioni di un’energia. Si trovino autoket e autovalori di Hy.
Si supponga ora che Hj sia perturbata dall’operatore

V =€Fe’", e<1.
Si trovino gli autovalori di Hy + V al primo e al secondo ordine in e.
[10 punti]

Formule utili:

Jiljom) =h/(GFm)(j £m+1)|j,m=*1)



Meccanica Quantistica 1
2 Febbraio 2015

Esercizio 1

Sia data la funzione d’onda unidimensionale

22

Y(a) = Ae%

con a > 0. Si trovino la costante di normalizzazione A e i valori medi di posizione e impulso.
La funzione d’onda evolva nel tempo secondo ’hamiltoniana

dove m > 0 e w ¢ reale. Scrivere come evolvono nel tempo i valori medi di posizione e impulso e le
loro dispersioni.
La funzione d’onda v (z) & autofunzione dell’hamiltoniana H?

[10 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che ’hamiltoniana che le descrive

abbia la forma
H = —a(S) — 55)% + bh(S7 — S3),

essendo a, b costanti reali e §; = (57,5Y,57), S, = (S%,5Y, S5) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Determinare autovalori e autoket dell’hamiltoniana.
Si supponga poi che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato autoket simultaneo di ST all’autovalore
h/2 e di S§ all’autovalore —h/2. Si trovi 'evoluto di tale stato al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 3

In una buca di potenziale infinita bidimensionale quadrata di lato a, si consideri la perturbazione

V(z) = exy,
essendo € < 1. Si determini la correzione al prim’ordine in € del livello fondamentale e del primo livello
eccitato.
[10 punti]
Formule utili:
b (a) = \/fsin P = m @R+ ip/(mw)) el jm) = hy/GFm)G Em D] 1)
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Esercizio 1

Dato un oscillatore armonico unidimensionale si consideri lo stato
1) = cos a|0) + sin ae™|1)

essendo «, (B costanti arbitrarie. Si determinino come funzioni di « e di g i valori medi di posizione e
impulso sullo stato |¢)).
Si trovino i valori medi di posizione e impulso al tempo ¢ usando lo schema di Heisenberg.

[12 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che ’hamiltoniana che descrive la

loro interazione sia
H = aS755 +b5755,

essendo a, b costanti reali e Sy = (57,57, 57), S, = (5%, 5Y, 5) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Si trovino autovalori e autovettori di H.

Se al tempo ¢ = 0 il sistema si trova nell’autoket simultaneo di S all’autovalore %/2 e di S35
all’autovalore 7/2, trovare lo stato del sistema al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 3

Una buca di potenziale infinita in una dimensione di larghezza a sia perturbata da un potenziale

della forma
V=ex.

Determinare la correzione al prim’ordine in teoria perturbativa di tutti i livelli imperturbati.
[8 punti]

Formule utili:

wn<x>:\/§sm’m, i = /] @) (e +ip/(mw)),  Jeljim) = h/GFm)G £ m+ 1) j,m+1)

a



Meccanica Quantistica
2 Settembre 2014

Esercizio 1

Si consideri al tempo ¢ = 0 lo stato descritto dalla funzione d’onda
P(x) = Ae™ H2

Si determini la costante di normalizzazione A e quindi si determinino i valori medi dell’impulso e della
posizione.
Lo stato in questione evolve con I’hamiltoniana

2
H=2"_ps,

2m

dove F' & una costante. Si trovino quindi i valori medi della posizione e dell'impulso ad un generico
istante di tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che ’hamiltoniana che le descrive

abbia la forma
H = —a(S; — S3)* + bhS;S3,

essendo a, b costanti reali e Sy = (57,5Y,57), S, = (5%, 5Y, S5) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Determinare autovalori e autoket dell’hamiltoniana.

Si supponga poi che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato autoket simultaneo di S7 all’autovalore
h/2 e di S5 all’autovalore hi/2. Si trovi I'evoluto di tale stato al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 3

Un’oscillatore armonico bidimensionale, descritto quindi dall’hamiltoniana

2 2
2 Pl
_ Px 4+ vy ,mwQ(x2 +y2)7

Ho —
0 2m  2m 2

¢ perturbato dal termine
V= 6a<xpy - yp:v) 5

essendo « una costante e € < 1. Si trovino le correzioni al prim’ordine in € del livello fondamentale e
del primo livello eccitato.

[10 punti]
Formule utili:

a=/mw/2h)(& +ip/(mw)), Jr|jm>=h/(GFm)GEm+1)[jmE1>
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22 Luglio 2014

Esercizio 1
Sia data una buca di potenziale infinita estesa da 0 ad a. Si consideri lo stato a ¢t = 0:
T T
P(z) = Asin — (2005— + 1) )
a a

essendo A una costante.

1) Trovare la costante di normalizzazione A.

2) Trovare lo stato evoluto al tempo ¢.

3) Trovare il valor medio della posizione al tempo ¢.

[10 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle di spin 1/2 e si consideri lo stato in cui il loro spin totale ¢ 1 e la
componente z del loro spin totale & zero. Determinare su tale stato i valori medi di

H,, =575, H,.=5755, H,, =5753,
essendo Sy = (S%,5Y,87), S, = (S%,5Y, 53) rispettivamente gli operatori di spin relativi alla prima e
alla seconda particella.
[10 punti]
Esercizio 3

Sia dato un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w. Si supponga che
I’hamiltoniana sia perturbata dal termine

V = ealaa +a'al),

essendo o una costante e essendo € < 1 (a' e @ sono gli operatori di creazione e distruzione).
Si trovino le correzioni agli autovalori al primo e al secondo ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

Un(x) = \/zsin — ., a=+mw/(2h)(Z+ip/(mw)), ji|j,m >= FL\/(] Fm)(jEtm+1)]j,mEl >

a
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Esercizio 1

Sia dato un oscillatore armonico unidimensionale. Si consideri lo stato
1

|¥) 7

(10) +€[1))

dove ¢ € una fase arbitraria.
1) Si trovino i valori medi di posizione, impulso, energia cinetica e energia potenziale.
2) Si verifichi la validita del principio di indeterminazione.

[12 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1/2. Si supponga che I'hamiltoniana che le descrive
abbia la forma

H = —a(S, — S3)? + bhS?,

essendo a, b costanti reali e Sy = (57,57, 57), S, = (5%, 5Y, 53) rispettivamente gli operatori di spin
della prima e della seconda particella. Determinare autovalori e autoket dell’hamiltoniana.

Si supponga poi che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato autoket simultaneo di S7 all’autovalore
h/2 e di S5 all’autovalore —7/2. Si trovi 'evoluto di tale stato al tempo .

[10 punti]

Esercizio 3

In una buca di potenziale infinita unidimensionale estesa da 0 ad a, si consideri la perturbazione

2
V(x) =€eVy per g <z < ga ;. V(z) =0 altrove,

essendo € < 1. Si determini la correzione al prim’ordine in € di tutti i livelli.

[8 punti]

Formule utili:

wn<x>\/fsm"”, i = /] @) (a+ip/(mw)),  Jxljom >= hy/GFm)( £ m+ D|j,ml >
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8 Aprile 2014

Esercizio 1

Sia dato un oscillatore armonico unidimensionale. Si determini lo stato |¢) tale che:
1) una misura dell’energia dia il valore fiw/2 con probabilita 1/4 e 3fiw/2 con probabilita 3/4;
2) il valor medio della posizione nello stato |¢) sia zero.
Si determinino poi l’evoluto temporale di |1)) al tempo ¢ e il valor medio dell’energia potenziale al
tempo t.

[10 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle distinguibili di spin 1. Si supponga che 'hamiltoniana che le descrive

abbia la forma
H = AS, - S,,

essendo A una costante reale ¢ S = (S¥,5Y,87), Sy = (5%, 5%, 53) rispettivamente gli operatori di
spin della prima e della seconda particella. Determinare autovalori e autoket dell’hamiltoniana.
Si supponga poi che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi nello stato autoket simultaneo di S7 all’autovalore
h e di S all’autovalore zero. Si trovi I’evoluto di tale stato al tempo t.
[10 punti]
Esercizio 3
Data una particella di spin 1, si supponga che sia descritta dall’hamiltoniana

Hy, = AS? + BhS.,

essendo A, B costanti reali non nulle e S2, S, rispettivamente il quadrato e la componente z dello spin.
Si trovino autostati e autovalori di Hy. Si supponga poi che Hj sia perturbata dall’operatore

V =eChS,;, e<1,

con C costante reale e S, componente x dello spin. Si trovino le correzioni agli autovalori al primo e
al secondo ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

= /mw/(2h) (& +ip/(mw)), Ji|jm>=h/GTFm)GEm+1)|jm+1>

Q>
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Esercizio 1

Si consideri una buca di potenziale infinita unidimensionale estesa da 0 ad a (ossia il potenziale &
zero per 0 < x < a e infinito altrove). Si supponga che la funzione d’onda al tempo t = 0 sia

Pi—o(x) = Asin T2 cos e .
a a
)
2) Se si misura 'energia quali valori si possono trovare e con quali probabilita?
3) Trovare I’evoluto temporale al tempo ¢ dello stato descritto da ¥;—q(x).
4) Trovare il valor medio della posizione al tempo .

Si trovi la costante A.

[10 punti]

Esercizio 2

Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con I’hamiltoniana
L 2
H=a (51+52)+ha} ,
essendo Sy = (St,5Y,5%), S, = (S%,5Y,5%) rispettivamente gli operatori di spin relativi alla prima e
alla seconda particella e a = (0,0, 1) un versore diretto lungo l’asse z.
1) Trovare autoket e autovalori dell’hamiltoniana.

2) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket simultaneo di ST all’autovalore % e di S5 all’autovalore g,
trovare lo stato del sistema al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3

Una particella di spin 1/2 sia descritta dall’hamiltoniana

o1
H ="+ —muw?i? + ws*,
2m 2
essendo p 'operatore impulso, & l'operatore posizione e S* la componente z dell’operatore di spin.
1) Si trovino autoket e autovalori dell’hamiltoniana.

2) Il sistema sia poi perturbato da un potenziale

V:q/QmT‘”:;;SI,

essendo & l'operatore posizione, S” la componente x dell’operatore di spin ed essendo € < 1. Si trovi
la correzione al prim’ordine di tutti i livelli energetici imperturbati determinati nel punto 1).

[10 punti]

Formule utili:

a = /mw/(2h) (T +ip/(mw)),  Pn(z)

Jeljm>=m/GTm)GEtm+1)]jm+1>



Meccanica Quantistica
30 Gennaio 2014

Esercizio 1

Si consideri ’hamiltoniana unidimensionale

H = a(&p + p2)

essendo « una costante reale delle dimensioni dell’inverso di un tempo e &, p gli operatori impulso e
posizione, rispettivamente.

1) Scrivere e risolvere le equazioni di Heisenberg per I e p.

2) Dimostrare che il prodotto delle dispersioni A22Ap? non dipende dal tempo.

3) Scrivere l'operatore di evoluzione temporale U = e~ in rappresentazione delle coordinate e
trovare 'evoluto al tempo ¢ di un generico stato descritto a ¢ = 0 dalla funzione d’onda v (z).

4) Scrivere 'operatore di evoluzione temporale U = e~ in rappresentazione degli impulsi e trovare
levoluto al tempo t di un generico stato descritto a t = 0 dalla funzione d’onda ¢(p).

[10 punti]

Esercizio 2
Una particella di spin 1/2 e una di spin 1 interagiscono con I’Hamiltoniana
H=aS-L+bh(S,+L,),

essendo S = (Sz, Sy, S2), L= (Lg, Ly, L) rispettivamente gli operatori di spin relativi alla prima e
alla seconda particella.

a) Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana.

b) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket simultaneo di S, all’autovalore % e di L, all’autovalore A,
trovare lo stato del sistema al tempo t.

[10 punti]

Esercizio 3

Si consideri I'Hamiltoniana in due dimensioni (oscillatore armonico pit perturbazione):

1
H =2 o5 4 smw?(a® 4 y?) + ew(zpy — ypa)

essendo € < 1.
Determinare la correzione al prim’ordine dei tre livelli energetici piti bassi.

[10 punti]
Formule utili:

o= /mw/(20)(& + ip/(mw)), Jiljm>=hm/GFm)GEm+ D)|jm+1>




Meccanica Quantistica
20 Novembre 2013

Esercizio 1

Determinare lo stato di un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w in cui

- una misura dell’energia fornisce solo i valori %‘" e 3’%” e in media da Aw;

- il valor medio della posizione sia zero.
Si verifichi poi che per questo stato il principio di indeterminazione di Heisenberg & soddisfatto.

[12 punti]

Esercizio 2

Siano date due particelle di spin 1/2 e si consideri lo stato in cui il loro spin totale & 0. Determinare
su tale stato i valori medi di
H,, = S7S3, H,, =5S75Y,

essendo Sy = (S¥,5Y,S7), S, = (92, Sy, S%) rispettivamente gli operatori di spin relativi alla prima e
alla seconda particella.

[8 punti]

Esercizio 3

Si consideri una buca di potenziale infinita unidimensionale di larghezza a (ossia il potenziale &
zero per 0 < x < a e infinito altrove). Il sistema sia perturbato da un potenziale della forma

V(z) =€V, 0<I<g , V(z)=0 altrove,

essendo € < 1.
1) Si determini lo spostamento al prim’ordine in € del livello energetico n-esimo.
2) Si scriva I’espressione per lo spostamento al second’ordine in € del livello energetico fondamentale.

[10 punti]

Formule utili:

Q>

= /mw/(2R)(E+ip/(mw)), Pn(x) = \/gsinT, ji|j,m >= ﬁ\/(j Fm)(jEtm+1)]j,mEtl >



Meccanica Quantistica
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Esercizio 1

Sia consideri una particella di spin 1 soggetta all’hamiltoniana
Hy = AS? + BRS,,

essendo 52 il quadrato dello spin e S, la sua componente z.

1) Si scriva la matrice rappresentativa di H.

2) L’Hamiltoniana Hy sia perturbata da un termine proporzionale alla componente x dello spin: la
nuova hamiltoniana sia quindi

H = H0+ECSI

dove C' & una costante e € < 1. Si determini lo spostamento dei livelli energetici al primo e al secondo
ordine in €.

[10 punti]

Esercizio 2

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale si determini lo stato in cui

e una misura dell’energia pud dare il valore 22 con probabilita 1 /2 e il valore %7“ con probabilita

2
1/2
e il valore della dispersione Az2 dell’operatore coordinata assume il valore massimo possibile.
Verificare che sullo stato determinato € valido il principio di indeterminazione di Heisenberg.
Determinare, infine, I’evoluto temporale al tempo ¢ dello stato costruito.
[11 punti]

Esercizio 3

Una particella di spin 1 e una di spin 1/2 interagiscono con ’hamiltoniana

H=AL-S,

dove L = (L*, LY, L?) indica gli operatori di spin 1 e S = (S5*,8Y,5%) gli operatori di spin 1/2. Se al
tempo t = 0 il sistema si trova nello stato

IL* = 0)[S* = h/2),
trovare lo stato al tempo t.
[9 punti]
Formule utili:

i = \/mw/(2h) (& +ip/(mw)), Ji|j,m >= /(G Fm)(jEm+1)|jmE=1>




Meccanica Quantistica
12 Aprile 2013

Esercizio 1

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale di frequenza w si determini lo stato
in cui:
1) la misura dell’energia puo dare il valore %" con probabilita 1/3 e il valore ‘rﬁ% con probabilita 2/3
2) compatibilmente con la richiesta di cui al punto 1) il valor medio della posizione assume il valore
massimo possibile.

Si scriva infine I'evoluto temporale dello stato trovato al tempo .

[10 punti]

Esercizio 2

Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con I’Hamiltoniana
H =aS755,

essendo ST, 59 rispettivamente gli operatori relativi alla componente x dello spin della prima particella
e alla componente z dello spin della seconda particella ed essendo a una costante positiva.

a) Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana (suggerimento: usare la base che diagonalizza simul-
taneamente gli operatori S7, S%).

b) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket simultaneo di S§ all’autovalore g e di S5 all’autovalore

trovare lo stato del sistema al tempo .

h
27

[10 punti]
Esercizio 3

Sia data ’hamiltoniana in rappresentazione matriciale:

00 0
gH=Al0 0 1 |,
0 1

essendo A una costante con le dimensioni di un’energia. Si trovino autovalori e autovettori di H.
L’Hamiltoniana H sia perturbata dal potenziale V:

0 0 €
V=Al 0 ¢ 0 |,
e 0 0
essendo € < 1. Si determinino gli spostamenti dei livelli energetici al primo e al secondo ordine in e.

[10 punti]

Formule utili:

= /mw/(2h) (& +ip/(mw)), Ji|jm>=h/GTFm)GEm+1)|jm+1>

Q>
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22 Febbraio 2013

Esercizio 1
Un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e frequenza w sia perturbato dal termine
V =Voe(@p+pt), e<1l.
Si scrivano le correzioni ai livelli energetici imperturbati al primo e al secondo ordine in e.

[10 punti]

Esercizio 2
Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2 interagenti con "’hamiltoniana
H=—AS, - S+ B(SF + 5%)%.

Trovare autovalori e autovettori dell’hamiltoniana. Se la tempo ¢ = 0 il sistema si trova nello stato
l-+)|—) (S%|£) = £4|+)) trovare lo stato al tempo ¢.

[10 punti]
Esercizio 3
Sia data un’Hamiltoniana in tre dimensioni
)
p -
H=—+V .
L v
1) Si calcoli il commutatore [Z - p, H].
2) Si wusi il risultato di cui al punto 1) per dimostrare che
p? =
<¢E|E|¢E> = (WE|Z- VV|YE) (0.1)

essendo |[¢g) autoket dell’Hamiltoniana H.
3) Si verifichi la giustezza della relazione (0.1) per lo stato fondamentale dell’atomo di idrogeno.
Formula utile:

1 _ dmegh?

Y100(r) = 3€7§, r=|Z], a=
Ta

me?
[10 punti]

Formule utili:

= /mw/(2h)(& + ip/(mw)),  Jrljm >=m/(GFm)(GEm+1)|j,m+1>

Q>
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Esercizio 1

Sia dato un oscillatore armonico unidimensionale e si consideri lo stato

ipa

|w>a =en

0).

1) Si scrivano la funzione d’onda relativa allo stato |1), nella rappresentazione delle coordinate e degli
impulsi.
2) Si dimostri che la relazione di indeterminazione AZZAP? > %2 & soddisfatta.
3) Si calcoli la quantita:
(0]e”710)

3) Si valutino i coefficienti

Cn = <n|1/’>a

+oo
essendo |n) autoket dell’Hamiltoniana. Si verifichi la relazione Y |¢,|* = 1.
n=0

[12 punti]

Esercizio 2

Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2 interagenti con I’hamiltoniana
Hy = —AS, - S,
Tale hamiltoniana sia perturbata da un potenziale
V =cARS,, ex1,

essendo S, la componente x dello spin totale S = 51 + 52. Si scrivano le energie del sistema al
prim’ordine in € e si confronti tale risultato con il risultato esatto.

[9 punti]
Esercizio 3

Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 in una buca di potenziale infinita di larghezza a.
Si scriva la funzione d’onda completa (funzione delle coordinate e funzione di spin) degli stati fonda-
mentali nel caso in cui lo spin totale delle due particelle sia 2A2 e nel caso in cui lo spin totale delle due
particelle sia zero. Si scrivano anche i corrispondenti valori dell’energia del sistema delle due particelle.
Si considerino ora N particelle identiche di spin 1/2 e si supponga che ciascuna di esse sia nello stato
|+). Si scriva un’espressione dell’energia dello stato fondamentale. Si valuti tale energia nel limite

N — oo.
[9 punti]
Formule utili:
2 R
() = \f sin "ot a = mw/@R)E+ip/ (mw) s Jeljom >= hy/(TFm)G Em+ 1) jmtl >
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Esercizio 1

Tra tutti gli stati di un oscillatore armonico unidimensionale di frequenza w si determini lo stato
in cui:
1) la misura dell’energia puo dare il valore ET“ con probabilita 1/2 e il valore ‘rﬁ% con probabilita 1/2
2) compatibilmente con la richiesta di cui al punto 1) il valor medio della posizione assume il valore
massimo possibile.

Si scriva infine I'evoluto temporale dello stato trovato al tempo t.

[9 punti]

Esercizio 2
Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscono con I’Hamiltoniana
H =aS757,

essendo S, S5 rispettivamente gli operatori relativi alla componente z dello spin della prima particella
e alla componente z dello spin della seconda particella ed essendo a una costante positiva.

a) Trovare autoket e autovalori dell’Hamiltoniana (suggerimento: usare la base che diagonalizza simul-
taneamente gli operatori S7, S%).

b) Se a t = 0 il sistema si trova nell’autoket simultaneo di S5 all’autovalore g e di S5 all’autovalore %,

trovare lo stato del sistema al tempo .

[9 punti]
Esercizio 3

Sia data ’hamiltoniana in rappresentazione matriciale:

2 0 0
H=A|0 0 1|,
0 1

essendo A una costante con le dimensioni di un’energia. Si trovino autovalori e autovettori di H.
L’Hamiltoniana H sia perturbata dal potenziale V:

0 0 €
V=Al 0 ¢ 0 |,
e 00
essendo € < 1. Si determinino gli spostamenti dei livelli energetici al primo e al secondo ordine in €.

[12 punti]

Formule utili:

= /mw/(2h) (& +ip/(mw)), Ji|jm>=h/GTFm)GEm+1)|jm+1>

Q>



Meccanica Quantistica
4 Settembre 2012

Esercizio 1

Sia dato un oscillatore armonico bidimensionale:

A2 ~2
2 T + 1 A ~
=" Qmpy + §mw2(:c2 +97).

1) Si determini lo spettro energetico e la degenerazione dei livelli.
Si perturbi I'hamiltoniana Hy con un potenziale proporzionale all’operatore Zy:

H = Hy + e)itj,

essendo A una costante finita e € < 1.
2) Trovare lo spostamento fino al second’ordine in e del livello energetico fondamentale.
3) Trovare lo spostamento al prim’ordine in € del primo livello eccitato.

[12 punti]

Esercizio 2

Sia data una buca di potenziale infinita di larghezza a. Si consideri la funzione d’onda

(x) = Asin e cos 2.
a a
1) Si determini la costante di normalizzazione A.
2) Quali valori di energia si possono ottenere nello stato descritto da ¢ (z) e con quali probabilita si
presentano?
3) Si scriva l'evoluta temporale al tempo ¢ della funzione ¥(z).

[9 punti]
Esercizio 3
Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2. Si indichino con S, = (5%,5Y,5%) e Sy =
(S%,5%,5%) gli operatori di spin delle due particelle e con S = (S, Sy,S,) il loro spin totale S =
S1 4+ Ss. Si supponga che esse si trovino nell’autostato simultaneo di S? e di S, agli autovalori 242 e
0 rispettivamente: trovare su questo stato i valori medi di S755, SYSY e S753.
[9 punti]

Formule utili:

w,(a:)—\/fsmm, i = /] @) (+ip/(mw)),  Jxljom = hy/GFm)( £ m+ D|j,ml >
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Esercizio 1

Sia data una buca di potenziale infinita unidimensionale:
V(zr)=0 per 0<z<a, V(z)=+oco altrove.
Al tempo t = 0 il sistema sia descritto dalla funzione d’onda
Y(x) = Az per 0<x<%, Y(z) = Ala —x) per g<:z:<a,

essendo A una costante positiva.

1) Trovare la costante A.

2) Se si misura 'energia sullo stato descritto da (), quali valori si possono ottenere e con quali
probabilita?

3) Trovare il valor medio dell’osservabile posizione nello stato descritto da 1 (x).

4) Si faccia evolvere nel tempo lo stato. Si calcoli quindi il valor medio dell’osservabile posizione al
tempo t.

[12 punti]

Esercizio 2

Sia dato un oscillatore armonico unidimensionale la cui hamiltoniana sia perturbata da un termine

e, essendo € < 1:
Pl
H =" + —muw?i? + \ei®.
2m 2

Si determini lo spostamento al primo e al second’ordine in € del livello energetico fondamentale.

[8 punti]
Esercizio 3
Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2 interagenti attraverso ’hamiltoniana:
H=AS,-S,+ B(5YSY + 5753),

dove A e B sono costanti e §1, S, indicano rispettivamente gli operatori di spin della prima e della
seconda particella.

1) Si trovino autovalori e autoket dell’hamiltoniana.

2) Se al tempo ¢ = 0 il sistema si trova nello stato |—)|—), trovare lo stato al tempo ¢.

3) Se al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |—)|—), trovare il valor medio di S al tempo t.

[10 punti]

Formule utili:

Yn(x) = \/gsin, i = /mw/(2h)(E+ip/(mw)), Ji|j,m >=h/(GTFm)(G £ m+1)|j,mtl >
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Esercizio 1

Sia data una buca di potenziale infinita unidimensionale:
V(z)=0 per 0<z<a, V(z)=+oco altrove.
Al tempo t = 0 il sistema sia descritto dalla funzione d’onda
Y@)=A per —e<z<e, 0<e<a, Y()=0 altrove.

1) Trovare la costante A in funzione del parametro e.

2) Se si misura l'energia sullo stato descritto da v (z), quali valori si possono ottenere e con quali
probabilita?

3) Si scriva la funzione d’onda al tempo ¢.

4) Si calcoli il valor medio dell’osservabile posizione al tempo t.

[12 punti]

Esercizio 2

Sia dato un oscillatore armonico unidimensionale la cui hamiltoniana sia perturbata da un termine
e, essendo € < 1:
P 1
H="— 4 —mw?i? 4+ Xei*.
2m 2

Si determini lo spostamento al prim’ordine in € del livello energetico n-esimo.
[8 punti]
Esercizio 3
Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2 interagenti attraverso I'hamiltoniana:
H=AS,-S,+BSISE,

dove A e B sono costanti e §1, S, indicano rispettivamente gli operatori di spin della prima e della
seconda particella.

1) Si trovino autovalori e autoket dell’hamiltoniana.

2) Se al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato |+)|4), trovare lo stato al tempo t.

3) Se al tempo ¢t = 0 il sistema si trova nello stato |+)|4), trovare il valor medio di S al tempo t.

[10 punti]

Formule utili:

Up(x) = \/zsinm , = +/mw/(2h)(Z+ip/(mw)), ji|j,m >= ﬁ\/(j Fm)(jEtm+1)]j,mEtl >

a





